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Это цифровая коиия книги, хранящейся для потомков на библиотечных полках, прежде чем ее отсканировали сотрудники 

компании Соо^1е в рамках ироекта, цель которого - сделать книги со всего мира доступными через Интернет. 

Прошло достаточно много времени для того, чтобы срок действия авторских ирав на эту книгу истек, и она иерешла в свободный 

доступ. Книга переходит в свободный доступ, если на нее не были поданы авторские ирава или срок действия авторских ирав 

истек. Переход книги в свободный доступ в разных странах осуществляется ио-разному. Книги, перешедшие в свободный доступ, 

это наш ключ к прошлому, к богатствам истории и культуры, а также к знаниям, которые часто трудно найти. 

В зтом файле сохранятся все пометки, примечания и другие записи, существующие в оригинальном издании, как ттаиомиттапис 

о том долгом пути, который книга прошла от издателя до библиотеки и в конечном итоге до Вас. 

Правила использовапия 

Компания Соо§1о гордится том, что сотрудничает с библиотеками, чтобы иоровссти книги, исрсшодн1ио в свободный доступ, в 
цифровой формат и сделать их широкодоступными. Книги, перешедшие в свободный доступ, принадлежат обществу, а мы лишь 
хранители этого достояния. Тем не менее, эти книги достаточно дорого стоят, поэтому, чтобы и в дальнейшем предоставлять 
этот ресурс, мы иредириняли некоторые действия, иредотвраш^1юпще коммерческое использование книг, в том числе установив 
технические ограничения на автоматические запросы. 
Мы такж:е иросим Вас о следующем. 

• Не исиользуйте файлы в коммерческих целях. 

Мы разработали программу Поиск книг Ооо§1е для всех иа'шзователей, иоэтому исиользуйте эти файлы только в личных, 
некоммерческих целях. 

• Но отправляйте автоматические запросы. 

Не отправляйте в систему Соо§1е автоматп^1еские запросы любого вида. Если Вы занимаетесь изучением систем матнинного 
перевода, оптического распознавания символов или других областей, где доступ к болыному количеству текста может 
оказаться полезным, свяжитесь с нами. Для этих целей мы рекомендуем использовать материалы, перешедшие в свободный 
доступ. 

• Не удаляйте атрибуты Соо§1е. 

В каждом файле есть "водяной знак" Соо§1е. Он иозволяет пользователям узнать об этом проекте и иомо1ает им найти 
дополнительные материалы ири помощи программы Поиск книг Сооё1с. Не удаляйте его. 

• Делайте это законно. 

Независимо от того, что Вы исиользуйте, не забудьте проверить :1ак01Н10Сть своих действий, за которые Вы несете полную 
ответственность. Не думайте, что если книга иерешла в свободный доступ в США, то ее на этом основании могут 
исиользовать читатели из других стран. Условия для перехода книги в свободный доступ в разных странах различны, 
иоэтому нет единых правил, иозволяюшдх определить, можно ли в определенном случае исиользовать определенную 
книгу. Не думайте, что если книга появилась в Поиске книг Соо§1е, то ее можно исиатьзовать как у10дно и 1де угодно. 
Наказание за нарушение авторских ирав может быть очень серьезным. 

О программе Поиск кпиг Сооё1е 

Миссия Соо§1е состоит в том, чтобы организовать мировую информацию и сделать ее всесторонне доступной и полезной. 
Пр01-рамма Поиск книг Соо§1е иомохает пользователям найти книги со всего мира, а авторам и издателям - новых читателей. 
Полиотекстовый поиск ио этой книге молено выполнить иа ст]>аиице [ЬЪЪр ; //Ьоокв . §оо§1е . сош/ 1 
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ПРЕДИСД0В1Е. 



СочиненШ, спещально посвдщенныхъ изложен1Ю теорхи конечныхъ 
разностей, немного и въ иностранной математической дитератур']^; по- 
этому и наша русская математическая литература, имеющая „Лекц1и 
разностнаго исчислен1я^ профессора Ващенко-Захарченко (Шевъ 1868), 
составления главнымъ образомъ по лучшему трактату разностнаго исчис- 
лен1я англ1Йскаго математика Георга Буля (А ^геаНве оп 1Ье са1си1и8 
оГ йпИе ЛхЯегепсез Ьу Сгеогде Воо1е. ТЫгй ейШоп. Ьопйоп. Маст111ап 
ап(1 со. 1880) не можетъ назваться бедною; но я полагаю, что и пред- 
лагаемое мною сочинен1е не покажется лишнимъ особенно т']^мъ, кто, 
подобно мн^, предночитаютъ оставаться на бол'Ье надежной почвЬ ре- 
альныхъ вычисленШ, ч^^мъ переходить на рискованную символи- 
ческихъ *вычислен1Й. Символизмъ, подкупающхй въ начале краткостью 
своихъ вычислен1й, при дальн^йшемъ развит1и теор1И требуетъ мно- 
жество дополнительныхъ разъясненхй и теоремъ, отвлекаюш;ихъ чита- 
теля отъ сущности занимающаго вопроса разсмотр^шемъ обстоятельствъ, 
относящихся не къ самому вопросу, но къ искуственному методу, упо- 
требленному для его р-Ьшеихл, чрезъ что утрачивается главное досто- 
инство этого метода — простота. Кром'Ь того чтеше символическихъ 
формулъ, какъ им^ющихъ лишь условный смыслъ, и силу въ изв^ст- 
ныхъ пред']^лахъ, съ известными ограничешями, требуетъ ббльшаго на- 
пряжен1я памяти и большей потому привычки къ нимъ, еще также 
и потому, что символическ1я формулы, будучи лишь такъ сказать изо- 
бражен1емъ настоящихъ формулъ, не могутъ сравниться по ясности вы- 
зываемыхъ ими представлен1Й объ отношенхяхъ содержащихся въ нихъ 
величинъ съ д']^йствительныни формулами, выражающими эти отноше- 
Н1Я при помощи привычныхъ намъ знаковъ аналитическихъ операцхй 
надъ величинами. Бъ тому же результаты, полученные при помощи 
символическихъ операщй, кажутся намъ скорее отгаданными, ч^мъ до- 
казанными. При помощи символическихъ операщй формулы получаются 
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безъ остаточнаго члена, что представляетъ часто весьма существенный ихъ 
недостатокъ. По всему этому символическхя формулы въ нашей книг-Ь 
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даются только посл'Ь вывода настоящихъ фориулъ въ тоиъ случае, 
когда он* простотою вн'Ьшняго вида и способа реализащи сод^йствуютъ 
запа11ивав1ю настолщихъ формулъ. 

Предлагаемая книга не есть трактатъ, паписавный для ученыхъ и 
обязанный поэтому представлять набранную отрасль науки въ нолномъ 
ея объеме, которого она достигла въ эпоху предшествую П1:ую его со- 
ставлен1ю: такой трудъ мы оставляемъ людямъ бол'Ье насъ сильныиъ 
иъ этой отрасли математнческаго анализа, да нритомъ еднали еще и 
время для яего иастунило у насъ на Руси; наше нам-Ьрен1е было — 
иредлоасить учащимся такой курсъ, который содержалъ бы обстоятель- 
пое изложен1е т'Ьхъ статей изъ теор111 конечяыхъ разностей, которыя 
уже даино перестали быть достоян1емъ однихъ спец1алистовъ, съ при- 
бавлен1емъ т4хъ, для которыхъ ужо наступило время сделаться общимъ 
достояв1емъ математиковъ, каковы ааприи1.ръ снособъ параболическаго 
интерполирован1я, данный Ак. П. Д. Ч^ебышевымъ въ Мёгаоп'е зиг 
1Чп(,ёгро1а1!ОП раг !а шеИю^е йез то1П11гез саггёез, 3.-Ре1ег8Ьоцгд 1859, 
или остаточный членъ формулы Маклореня-Эйлера и функц1И Бернулли, 
надъ иясл'Ьдова!11емъ которыхъ потрудились русоае математики Остро- 
градск1Й и В, Г. Имшенецкш. — Статьи теор1И конечныхъ разностей, не- 
богатый содержашемъ, мало 11редстаЕ)ляющ1я общага, не включены въ 
нашъ курсъ; такъ что иредласаемый нами учап1,имся курсъ не далеко 
выходитъ за пределы экзаменныхъ требован1Й программъ Министер- 
ства Народяаго 11росв'Ьщев1я *), заканчиваясь иатегрирован1емъ снс- 
темъ линейныхъ уравнен1Й, какъ едияственныхъ, которыхъ теор!я хо- 
рошо разработанн, и потому должна войти въ такой курсъ. Если не- 
смотря на такое 0['раничен1е программы, книжка все таки вышла до- 
вольно объемистая, то это произошло оттого, что желан1е облегчить 
читателю иаучеп1е этого курса, побудило меня входить въ так1Я по- 
дробности вычислетй, которыя можно было бы предоставить разобрать 
самому читателю при бол-Ье сжатомь, но за то и менТ.е легкомъ изло- 
жен1И. Съ тою же ц'Ьлью облегчен1я усиоешя курса пъ конц'Ь книги 
нами приложено несколько прим'Ьровъ для упражнен1я — главнымъ обра- 
зомъ на интегрироваше разностаыхъ ураввен1й, — заимствованны хъ изъ 
книги Буля. 

На сколько въ стреилен!и своенъ облегчить учащимся взучен!е тео- 
р1и конечныхъ разностей я достигъ своей ц^Ьли, не мн'Ь судить; ко- 
нечно, если бы дол-Ье поработить надъ этимъ курсомъ, то можно было 
6н предложить бол'Ье совершенный трудъ; но необходимость уд^^лить 
время на разработку также и другихъ нрснодаваемыхъ мною курсовъ, 
за которою не скоро предвидится возможность заняться обработкою 
предлагаеиаго, побудила меня приступить къ издан1ю того, что уже 
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сделано, чтобы не лишить учащихся и той помощи, которую можетъ 
оказать имъ моя книга и въ настоящемъ своемъ вид,^. Если окажется 
что я не ошибся въ этомъ, а также что моя книга хотя отчасти бу- 
детъ способствовать появлен1ю въ будущемъ бол4е совершеннаго руко- 
водства по тому же предмету, то это будетъ лучшимъ вознагражден1емъ 
за мой трудъ. 

Необходимость самому держать корректуру и притомъ сп-Ьшить осво- 
божден1емъ шрифта не мало способствовала наравне съ другими 
обстоятельствами тому, что къ сожал'Ьн1Ю эта книга является съ не- 
малымъ числомъ опечатокъ, изъ которыхъ зам']^ченныя мною указа- 
ны въ конц"]^ книги; мы прос]имъ читателя во изб'Ьжан1е недоразумЬ- 
н1й исправить ихъ передъ чтен1емъ книги согласно этимъ указан1ямъ. 



М. Тихоиандрицкж 



Водяное, 
14-го 1юля 1889 года. 
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ВВЕДЕН1Е. 



^' 1. Пусть и^ означаетъ некоторую функщю независимаго перем'Ьнна- 

10 X ; дадимъ этому независимому перем'Ьнному количеству л прираще- 
н1е Ь, которое предположимъ конечнымъ; тогда функщя и^ получитъ 

приращен1е тоже конечное, равное разности изм']^неннаго и первоначаль- 
наго ея значен1Й: 



и 



л-|-Л 



«*:«. 



И потому называемое конечною разностью функцш м^. Конечная раз- 
ность обозначается при помощи знака Д , поставленнаго предъ знакомь 
функцш и., такимъ образомъ: Дм^, такъ что, сл-Ьд. 



/ 



А«* = «*+*~"«- 



3 



ь 2. Разность *) функц1и, будучи сама функцхей, будетъ им-Ьть свою 
разность, которая по отиошен1ю къ первоначальной функцш, будучи 
разностью отъ ея разности, называется разностью 2'го порядка^ или ко- 
роче второю разностью. Последнюю следовало бы обочначить чрезъ 
ДДг/д.; но для краткости пишутъ вм4сто этого Д^м^., такъ что слЬд. 

Д X = Д Д«*х = ^^х^н — Д«х • 



3. Разность 2-го порядка, какъ функц1я х , вообще будетъ им4ть свою 
разность, которая, какъ разность отъ разности 2-го порядка, по отноше* 
Н1Ю къ первоначальной функщи будетъ разностью 3-го порядка и обоз- 
начается чрезъ Д%д., такъ что слЬд. 



*) Эивтетъ „конечная^ для краткости часто опускается, когда н^тъ и^ста недоразу- 
Тихомандрицкгй^ Курсъ теор1и конечн. разностей. I 
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Продолжая эти разсуждешя, дойдемъ до понят1я о разности п-то по- 
рядка данной функц1и, которая будетъ разность отъ разности п — 1-го 

порядка и обозначается чрезъ Л^^., такъ что сл^д, 

V 4. Предположимъ для перваго примера, что и^ = л;^ , и что Л = 1 ; 
тогда рядъ значенШ независимой переменной будетъ рядъ натураль- 




ныхъ чиселъ: 



0,1,2,3,4,5,6,... 



а соотв4тствующ1й рядъ значенШ и^ будетъ рядъ квадратовъ натураль- 
ныхъ чиселъ: 

0,1 , 4,9, 16, 25, 36,... 

Напишемъ въ первомъ столбц-Ь значен1я х ; во второмъ соотв-Ьтствую- 
щ1я значен1я функцш и^ ; въ третьемъ первыя разности, которыя полу- 

чимъ, вычитая каждое число второго столбца изъ сл4дующаго числа 
его; въ четвертомъ вторыя разности, которыя получимъ, вычитая каж- 
дое число третьяго столбца изъ сл-Ьдующаго числа его; у насъ эти числа 
окажутся равными 2 ; всл'Ьдств1е этого ихъ разности, которыя по отно- 
шен1Ю къ самой функщи и^ = х^ суть третьи разности, будутъ равны 

нулю. Такимъ образомъ мы будемъ им4ть такую таблицу значен1й не- 
зависимой переменной х, ея функц1и и^=х^ и ея разностей: 





и^= 








X 


,тХ^ 


Дж» 


А'х' 


Д'ж» 








I 


2 





1 


1 


3 


2 





2 


4 


5 


2 





3 


9 


7 


2 





4 


16 


9 


2 




5 


25 


11 




■ 


6 


36 









То обстоятельство, что вторая разность функщи х^ есть постоянная 
величина, позволяетъ эту таблицу продолжить сколь угодно далеко при 
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410Ы0ЩИ ОДНОГО Д']^йств1я сложен1я. ДМствительнОу придавая къ функ- 
цш и^ ея разность Л «д., мы будемъ им4ть щ^: 



^х4^П = ^х+^%^ 



какъ то сл^дуетъ изъ опред^^лен1я конечной разности функцхи; потому, 
придавая 2 къ 11 мы получимъ сл']^дующее число этого столбца, т. е. 
следующее значен1е Аи^, именно 13; придавая это число къ стояще- 
му рядомъ числу 36 втораго столбца, получимъ сл'Ёдующее число этого 
второго столбца, именно 49, которое есть ккадратъ 7; придавая снять 
2 къ 13, получимъ для Ах^ значеше 15, придавая его къ 49, полу- 
^чимъ для х^ число 64 = 8^, и т. д. 

С ^ 5. Такимъ же образомъ составится следующая таблица кубовъ нату- 
^ ральныхъ чиселъ и ихъ разностей: 





^'х= 










X 


= х» 


Дж» 


Д^л;» 


Д'л» 


Д*х» 








1 


6 


6 





1 


1 


7 


12 


6 





2 


8 


19 


18 


6 





3 


27 


37 


24 


6 




4 


64 


61 


30 






о 


125 


91 








6 


■216 











С 



Зд'Ёсь разность третьяго порядка есть постоянная величина, и сл-^^д. 
Х)азность 4-го порядка есть нуль; поэтому опять можно съ помощхю этой 
таблицы продолжать рядъ кубовъ натуральныхъ чиселъ какъ угодно да- 
леко: прибавляя 6 къ 30, получимъ сл'Ёдующее число этого столбца 36 ; 
прибавляя его къ стоящему сл']^ва отъ него числу 91 , получимъ сл'Ь- 
дующее число этого столбца 127; прибавляя это число къ стоящему 
сл'Ёва числу 216, получимъ сл'Ьдующее число этого столбца 343, кото- 
1)ое = 7^. И т. д. 

6. Подобный таблицы можно составить для какой угодно функщи и^ 

отъ независимой переменой х^ получающей какое угодно постоянное 
конечное приращеше Ъ: 
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X 


«, 


А^, 


А% 


X 


«х 


А««х=^х+А— «^х 


А^—Аи^^—Аи^ 


д? + Л 


"х+А 


^%^н=^^%н—^^н 


АЧ+А— Ам^2А Аг/^+д 


л? + 2Л 


"х4-2А 

• • • 






ж + ЗЛ 

• • • • 




• • » • 

• • • • 

а; + (п — 1)А 


• • • 

• • • 


А ^'л-Нн- 1)А'^*^л+иА "х+(п -1) а 


• •••••••••• 


х-\-пЪ 


^л+иА 


А«*х_{.пА "л-Нп+1)А ^х-^гпГг 




Х-\-{п—\)}1 


*''а;-К«+1)Л 







Если окажется, что А**«<д^ = С7 — постоянной, то таблица можетъ быть 
продолжена кавъ угодно далеко. Въ самомъ л,'кл% такъ какъ А*^и^. = ^ 
и по опред'Ёлен1Ю разности: 



п-1 



П-] 



А **— ^ А »*— ' I А »» 

А м..л=А г«^+Аи^, 



то 



п-1 



А" Ч+А=А'* Ч + <?> 



А** Ч+2а=А'' Ч+а+С, 



А *-^' 'А •»"' I /^Т 

А «х+зА — А г«^ол+С, 



и т. д ; зат']^мъ найдутсл: 



п^2 



п-2 



н-1 



А" «^*=д"-ч+А"-ч. 



Д*»— 2 А »»— 2 • ^. п— 1 



И Т. д. послЪ чего найденъ; 



— 5 — 



А *«— 3 ж «1—8 I А *^^^ 



и т. д. Продолжая это, дойдемъ наконецъ до 

И Т. д., гд* ВС* Аи^_^^, Л«^«^.1)а , . . . . известны уже изъ предыду- 
щихъ равенствъ. 

7. Подобное обстоятельство всегда встретится, когда и^ будетъ ц4лая 
функщя отъ X степени п. Действительно можно показать, что въ этомъ 
случа* Л*м^ = 0, т. е. постоянной, и сл^д. Д*^^^ = 0. Пусть 

дадимъ X приращен1е А; будемъ им-Ьты 

и^ = ао{х+ПТ + аЛх+ПТ^' + • . . + а,^,{х+Н) + а, = 



" ,(п) 



= к^ + «<> + у^'^"^ + ---- + — [* , 
гд-Ь м' , «",... «(? , какъ посл*довательныя производныя, отъ и^ , бу- 

* X X ' 

дуть ПОЛИНОМЫ степеней п — 1 , п — 2 , . . . О относительно х . Вычитая 
«/^, найдемъ: 

«*х 1^ ^х 

что будетъ уже функщя степени п -^ 1 относительно х. СлЪд. первая 
разность полинома степени п есть полиномъ степени п — 1, т. е. на 
единицу нисшей; потому вторая разность отъ того же полинома и^ бу- 
детъ полиномъ степени п — 2 , третья степени п — 3 , и т. д.; такъ какъ 
такимъ образомъ при переход* отъ разности какого либо порядка къ 
разности сл^дующаго порядка степень полинома уменьшается на еди- 
ницу, то поел* п разъ повторенной операщи взят1я разности отъ по- 
линома, степень его уменьшится до нуля; откуда и слЬдуетъ, что раз- 



ность и-го порядка не будетъ содержать х, а будетъ постоянное коли- 
чество, I) сл4д. ея разность, т. е. разность п-\-1-уо порядка даннаго 
полинома, будетъ равна нулю. 

8. Для всЪхъ другихъ фупкцШ, какъ алгебраическихъ, такъ и трансцее- 
дентныхъ, этого не будетъ: ни одна иуъ разностей такикъ функц1й не 
будетъ постоянною, какъ бы ни былъ великъ ея порядокъ. Но значешя 
такихъ функщй, за мсключенхеыъ рац1оиальпыхъ дробей, никогда, во- 
обще гоиоря, и не могутъ быть вычислены точно; обыкновенно выти- 
сляюгь лишь изи4стное число десятичпыхъ знаковъ этихъ значешй: въ 
такомъ случае и разности будутъ содержать тоже число десятичныхъ 
знаковъ, и можетъ случиться, что разность и'Ькотораго порядка будетъ. 
въ пред'Ьлахъ удерживаемыхъ десятичныхъ знаковъ представлять все 
тоже самое десятичное число, пока х не выйдетъ изъ изв'Ьстныхъ пре- 
д^лоаъ. Въ этохъ случае изложенный сиособъ яродолжешя ряда зпа- 
ченгй функп1и съ помощ1ю таблицы ел разностей применяется я къ та- 
кимъ функщямъ — пока х не выидетъ нзъ упонянутыхъ предйловъ. Для 
того, чтобы не перейти этихъ пред'Ьлоиъ, надобно вычислить значетая 

фуВКЦ1И для П^КОТОрЫХЪ ОТД'ЬЛЬНО-СТОЛЩИХЪ ЗНачеп1Й Х еъ П0М01Д1К> 

другнхъ пр1емовъ, напр. съ П0М0Щ1Ю рлдовъ: им-Ья так1я значешя функ- 
Ц1И и сличая пхъ съ вычисленными при номо1!(и таблицы разностей, Н1>) 
можемъ усидеть, позволительно-ли считать въ разсматриваемыхъ пред!;- 
лахъ значешй х разность м-го порядка постоянною. Такъ пользуются 
разностями различяыхъ порядковъ для вычислен1я таблицъ логариомовъ. 
и различныхъ другихъ функшй, а также астрономическихъ таблицъ. Но 
для этого надобно ум']1ть находить разности различныхъ порядковъ 
данной функц1и и знать законы, которымъ они сл4дуюгъ. Изел'Ьдован1е 
этихъ законовъ, равно какъ способы находить по данной фупкцш ел 
разности разныхъ порядковъ, а также р1;шен1е обратнаго вопроса: по 
данной разности найти саму фупкц!Ю, и даже еще бол^е общаго вопро- 
са: найти функц1ю по соотношешю между независимой переменой, 
функщей и ел разностями различныхъ порядковъ, равно какъ и подоб- 
ныхъ вопросоаъ касательно фупкщй многихъ независимыхъ нерем4в- 
иыхъ и состасляетъ нредметъ теорЫ 7сонечныхъ разностей. 



ГЛАВА I 



^ 



Основныя теоремы; разности простМшихъ оункцй. 

1. 9. Въ теор1И конечныхъ разностей, какъ и въ дифференц1альноиъ 
исчислении, есть несколько общихъ теоремъ, облегчающихъ отысвива- 
Н1е разностей. Такова 

Теорема I . Придаточная постоянная исчезаетъ въ разности. Если 

то 

Действительно 

ибо с не изменяется отъ изм-Ьненхя х на х-\-1ъ. Это будетъ им-бть 
м4сто не только тогда, когда С независитъ отъ л; , но и тогда, когд а С 
есть пер10дическая функщя отъ х , перходъ которой есть Ь . Если напр. 

С=2:^81п(2Ь-^-) (а) 

гд-Ь А^^ постоянный въ обыкновенномъ смысл*, то есть величины неза- 
ВИСЯЩ1Я отъ л; , и й цЬлыя числа, то, переменяя д; на л; + А , будемъ им4ть: 

Е^;^81П ( 2Ь — ■^") = Е^^81П иТсж ~ + 2кж] = ^Л,^т ( 2Ь -^) = С; 

сл4д. если С определяется формулою (а), то оно неизм'Ьняется при из- 
менен1И д; вв. х-\'Н^ а потому им^етъ характеръ постоянной, пока х 



4 — 



X 


«, 


А^*, 


Л2«, 


X 




А**х+2А~**я;-1-ЗА **х+2А 

1 


АЧ+а— А«*^2* А«х+л 


ж + ЗЛ 


" 


1 


* 1 




• • • • 


• • • 


■ 


1 . 


• • » • 


• • • 


• 




• • • • 

х + (» — 1)Л 
л + пЛ 


• • • 


^%-\-пк ^л-|-(п+1)А ^х-1-мЛ 


А ^*х-4-(п- 1 )А А М^^пЛ А «^х-+-(п - 1) л- 
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Если окажется, что Д и^^'С — постоянной, то таблица можетъ быть 
продолжена какъ угодно далеко. Въ самомъ д^лЬ, такъ какъ А**г/^ = С 
и по опред^лен1Ю разности: 



п-1 



П-] 



А г«^4-А= А г«^+А.и^, 



то 



п-1 



А" 'м^+А^^** Ч + <?> 



А** Ч+2а=А'* Ч+а+С^» 



Д "^""Ч-иА ^ ^ ''""'^х-^гА + С" , 



и т. д; зат']^мъ найдутся: 



п-»» 



м-тЗ 



н-1 



^х+А=А */^+А г*^, 



п-2 



и-2 



А" \^2А=А" Ч+А+А** Чн-А» 



И т. д. посл-Ь чего найдемъ; 
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что и требовалось доказать. Очевидно это предложенхе справедливо и 
для высшихъ порядвовъ разностей, такъ что вообще: 



/ •^ 10. Возьмемъ теперь разность отъ произведенхя двухъ функщй: и^•V^. I у 
По опред-Ьденш разности им4емъ: --^ 

АСе^^Гх) = «'^л «^,4-* ~ **Л ; (1) 

Н^ «*аЧ-А = <*я^ + А«<, ; потому 

АКО = % {^^П — ^х^ + %^Ь А^х , 

или, окончательно (ибо V^^^ — V^^= АV^: 

АЫл) = и^ Ау^ + 1?^+л Л**;, . (2) 

Точно также, замЬчая, что ^^^_|_д = «/-^Ч- Л^,., получимъизъ(1) и сле- 
дующую формулу: 

А(««Л) = Аи^ • % + ^х^ Аг?^ . (3) 

Возьмемъ теперь разность отъ об4ихъ частей по правилу, выражае- 
мому этой формулой и помня теорему III; мы будемъ им'Ьть: 

А ^А^ =? А (Аи^ . ^^) + А К+л АО = 

= А\^V^+Аи^^^^^.АV^ + 

+ Аи^ А^^ + м^2л АЧ , 



т. е. 



А^КО = АЬ1^ . V^ + 2Л^^,^ . А^^ + и^2л АЧ . (4) 

Замечая аналог! ю съ квадратомъ бинома, эту формулу можно обоб- 
щить такимъ образомъ: 

А" Ч»«) = АЧ '%-^(л а""' «,+» . А»:, + С^ А"~''м^2А • АЧ+ , , , 

} (5) 



+ ^п д п— т-|-1 А «» г 



и 



\0 Щ ,Р «И! II.. в . 1,1 Ч| , ■ 
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тд% С;^** обозначаетъ %-тый биношальный коэффищентъ, т. е. коэффи- 

щентъ й+1-го члена бинома Ньютона. 

Для доказательства в']^рности этой формулы длявсякаго п, возьмемъ 
разность отъ об-Ьихъ частей ея, отъ каждаго члена второй — по формуле 
(3); мы будемъ им*ть: 

А""^^ (г<А) = А""^^ и^ . V^ + Л**г*^л . А^^ + 

+ С\ Л Vл Аг^. + СГ 1\^-\^,,1^Х + 

л4-тЛ А ^д. + 

-1-С^А ^г«:,+жлА «^^с+^тА г<^+„ТнАА ^^Л---- 

• • • + Аг^^^А АЧ + г«^+;^:нл АЧ ; 

или, соединяя сходственные члены на основанш свойства биномхаль- 
ныхъ коэффищентовъ, выражаемаго формулою: 

л»» !_ л** Л**+^ 

окончательно: 
А^' КО = А*^' г.,1;, + 0^^ ЛЧ+л Аг;. + СГ^' А'*" ^^^, ЛЧ -Ь 

+ --- + С^^А'*~'^'г<,^лАЧ + --- + «*^й=1АА'*^^«?^. 

что получается изъ (5) чрезъ перем-Ьну п на п + 1 , откуда сл-Ьдуетъ, 
что формула (5) в-Ьрна для порядка п'\'\'V^^ какъ скоро она в'Ьрна для 
порядка п; но она в-Ьрнадля п = 1, для п=2, ел* д. в-Ьриадля вся- 
каго п. Эта формула предстдвляетъ полн^йпую аналопю съ формулою 
Лейбница въ дифференц1альномъ исчислеши. 

11. Изъ предыдущаго легко вывести разность отъ дроби. Пусть 

отсюда имЪемъ: 
2) У^^^^ = К\ 



— и — 



взявъ разность отъ обЪихъ частей — отъ первой по фориул'Ё 3) пред- 
§, будехъ инЪть: 



(3) 
отсюда 



уЛ% -г »^» Д У, = Д «X ; 



АУх = 



Дм,— УхА» 



л *— » X 



г; 



«+А 



или внося изъ (1) вм4сто у^ его значеше: 



(4) 



формула аналогичная дифференщалу дроби. — Для полученхя разности 
п-го порядка беремъ отъ (2) всЬ разности до этого порядка вклю- 
чительно по формул-Ь (5) пред, §; получимъ систему уравнен1Й вида: 



+ . . . + сГ Д ""* «'х+н Д *у^ + • . . + «х+«» ^""у* "= ^'""' ' 

гд'Ь последовательно «»=1, 2, 3,...и; р^шая эту систему уравнен1й 
и (2), получииъ на основан1и теор1и определителей: 



АЧ = 



1 



<'х-«'х+» "н-ал-'-^х+яА 



». о 



А«х 



V 



х+А 



Дг» 



д^ 



Х+А 



О 

о 

V 






о 

О 

О 



V„ 



• • 



Х+2Л '^х+ЗЛ • 



«^Д «х+А А ^х+гдА «х+ЗА • А»*+,т/,А «X 

Лн л л-1 л »»--2 А п— 3 А л •* . 

«X А »х+аД »х+2аА »х+^а • Д''.+;г:йД «*, 



.0 
.0 
.0 
.0 



«X 

Д«х 

ДЧ 
ДЧ 



п-1 



формула, представляющая большую аналогхю съ соотв-Ьтственной форму- 
лой дифференщ'альнаго исчислен1я (см. Ноие1, Соигз (1'Апа1у8е хпйпНё- 
81та1, 1;. 1-ег р. 225). 



п. 
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♦ 12. Дока^авъ общ1я теоремы, переходимъ къ разсмотр'Ьн!ю конечныхъ 
разностей различныхъ порядковъ прост'Ьйшихъ функцхй. Въ дифферен- 
щальномъ исчислен1И изъ алгебраическихъ функщй за простейшую при- 
нимаютъ степень независимой перем-Ьиной, производная которой опять 
будетъ степень помноженная на постоянную, именно на прежняго по- 
казателя; но уже первая разность степени будетъ не степень, а поли- 
номъ, и сл-Ьд. бол4е сложная функц1я, ч^мъ первоначальная. Действи- 
тельно: 

X =(л; + Л) — X = 

, т-1 1 Ш(т 1),2 1П-2 I I тш 

= тпх -1 — - — п X -[-... -|- Л . 

Степени въ дифференщальномъ исчислен1и въ теорхи конечныхъ раз- 
ностей отв4чаетъ другая целая функция — именно функщ]^^ 

х(х — Ь)(х—2К)...[х — (т—1) Ь] , ^ м4<о^<,<^^'й>^ 

состоящая изъ произведен1Я (множителей не равныхъ между собою, какъ 
иъ степени, но образующихъ убывающую ариеметическую прогресс1Ю съ 
разностью Ь и первымъ членомъ х. Для этой функц1и введено назван1е 
факторгэль и особое обозначенхе аналогичное степени, именно 

(1) х^'^'^^^ = х{х — }1){х^2Ь)...[х — {т—\)Ь\. 

» 

Если й = 1, то фактор1Эль обозначается проще такъ: 

(2) х^''^=^х{х—\){х — 2)...[х — {т—\)\. ь- ^.Г ^ 
Для т = условились принимать: 

(3) ^'^Но^ :с<»1*' = 1, 

(4) х''' = 1 , 

что необходимо заметить для дальнейшем). 

- Отрицательнымъ степенямъ х будетъ соответствовать другая фуикщя 

фактор1Эльная, именно: 

(-»и|А) 1 



(5) х'-^'"' = 



л;(а? + Л)(ж + 2Л)...[ж + (ш— 1)А] ' 



(6) ^^-'"^= ^ 



х(х+\)(х'\'2)...[х + {гп — 1)] ' 
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1 

ЧТО и требовалось доказ&ть. Очевидно это предложенхе справедливо и 
для высшихъ порядковъ разностей, такъ что вообще: 

/ ■^ 10. Возьмемъ теперь разность отъ произведешя дву хъ функщй: и^•V^. \у 
По опред^ленш разности им4емъ: ^ — 

Ми^V^) = и^н^^^н — ^^V^; (1) 

и^ ^х+н = % + ^^х'^ потому 

АКО = % (^^П — ^х) + ^х^^. ^^х , 

или, окончательно (ибо V^^^ — V^,= АV.^): 

А(«/л) = % ^% + ^х+н Аи^ . (2) 

Точно также, замЬчая, что ^^^_|_д = «;^Ч- Ае?,., получимъизъ(1) исл4- 
лующую формулу: 

^(^х^х) = ^% • ^х + ^х+н А г?^ . (3) 

Возьмемъ теперь разность отъ об-Ьихъ частей по правилу, выражае- 
мому этой формулой и помня теорему III; мы будемъ им-бть: 

А^(ил) =? А (Аи^ . ^^) + А К+й А^^) = 

+ Аи^ А^^ + м^2А АЧ , 
т. е. 

А\и^V>| = А^л,, . V^ + 2 А^^о^ . А^^ + и^2А АЧ . (^) 

Зам-Ьчая аналог1Ю съ квадратомъ бинома, эту формулу можно обоб- 
щить такимъ образомъ: 

А" Ч«,) = АЧ •^^+(л а""* и^^ .А^^-\г(^2 А"~^м^2* • АЧ+ 



(5) 

\Л:\Г{ЬеХ^: +--- + СА" "■«,,+„» А"»:, + -.; + м,+„лАЧ 
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тд% С^ обозначаетъ %^тый биношальный воэффищентъ, т. е. коэффи- 
Ц1ентъ й+Ьго члена бинома Ньютона. 

Для доказательства в']^рности этой формулы длявсякаго п, возьмемъ 
разность отъ об4ихъ частей ея, отъ каждаго члена второй — по формуле 
(3); мы будемъ им*ть: 



п А п— 1 



+ С\ А «^л ^% + СГ А"- «^2л А'"« + 



I п^ Л л--»»+1 л «» г 



//. 



+ С^А"-«н-»*АЧ+. 

^ , ^ж "Г 

-1-С^А ^г<^+^лА «^^+С^А г^х+^лА ^г;^+... 

• • • + Аг^^пА аЧ + ««^+й^1л аЧ ; 

или, соединяя сходственные члены на основанш свойства бином1аль- 
ныхъ коэффищентовъ, выражаемаго формулою: 

окончательно; 

А*^' ЧО = А*^' е.,!;, + СГ+^ ЛЧ-ь. Аг;. + СГ^^ А**" ^^^ ЛЧ + 
+ • • • +С^^ А'*"'"'^'г<,^^л АЧ + - • • + «*^й=1А А**"^^ «^^, 

что получается изъ (5) чрезъ перем-Ьну п на п+1, откуда сл-Ьдуетъ, 
что формула (5) в-Ьрна для порядка л+ 1"^'^» *^2.къ скоро она в-Ьрна для 
порядка п; но она вЬрнадля п = 1, для п = 2, сл-Ьд. в-Ьрнадля вся- 
каго п. Эта формула предстдвляетъ полн-Ьйцую аналог1Ю съ формулою 
Лейбница въ дифференц1альномъ исчислен1и. 

11. Изъ предыдущаго легко вывести разность отъ дроби. Пусть 

0) Уа:=— ; 



V 



отсюда им^мъ: 
2) ' У«-«'* = «х1 



— и — 



взявъ разность отъ об']^ихъ частей^— отъ первой по фориул'Ё ^) пред. 
§, будемъ ин^ть: 



(3) 
отсюда 



уЛ% + ^^ь А У, = Ам, ; 



Ау,= 



А«,— у^А» 



V 



*+» 



ИЛИ внося изъ (1) вместо у его значешв: 



Ау,= - 



», Ам, — м« Аг», 



«'« • V* 



(4) 



формула аналогичная дифференщалу дроби. — Для получен1я разности 
п-го порядка беремъ отъ (2) всЬ разности до этого порядка вклю- 
чительно по формул-Ь (5) пред. §; получимъ систему уравнен1Й вида: 



у. аЧ + Сх" А--^ V^, Лу, + СГ Д-^ »^,, Д Ч + 



+ ... + СГА'"" »х+»аАу^ + ... + »^„,1А"'Ух=АЧ' 



гд* последовательно »»=1, 2, 3,...и; р^шая эту систему уравнен1Й 
и (2), получимъ на основан1и теор1и определителей: 



АЧ = - 



1 



%'^х-^Н ^яН-2Л • • • ^а-+«А 



«х 








. , 


, .0 


Мх 


А»^ 


%+н 





. , 


, .0 


А«х 


АЧ 


Аг'х+.л 


«х+г* 


. . 


.0 


ду 


АЧ 


АЧ+* 


А«х+2А 


*'х+3/1' 


. .0 


Д«м, 



п Л А п-2 



л-3 



п-4 



а; 



X 



п-\ 



ЛП -1 А П— И л П— О А П— * А ^. А »»— А^. 



(5 



п-3 



А п А п— 1 А »»— 2 А п— 3 л л н 



а:+ЗЛ 



формула, представляющая большую аналогхю съ соотв4тственной форму- 
лой дифференщальнаго исчислен1я (см, Нойе1, Соигз й'Апа1у8е шйп11:ё- 
81та1, 1. 1-ег р. 225). 
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п. 



• 12. Доказавъ общ1я теоремы, лереходимъ въ разсмотрЪн1ю конечныхъ 
разностей различныхъ порядковъ простМшихъ функц1й. Въ дифферен- 
щальномъ исчисленш изъ алгебраическихъ функщй за прост4йшую при- 
иимаютъ степень независимой перем'Ьнной, производная которой опять 
будетъ степень помноженная на постоянную, именно на прежняго по- 
казателя; но уже первая разность степени будетъ не степень, а поли- 
номъ, и сл-Ьд. бол4е сложная функщя, ч^Ьмъ первоначальная. Действи- 
тельно: 

Д ж*** = (ж + ^Г — а?*** = 

, т-1 I т(т Л, 2 т-2 | | т «и 

= тпх Н :| — - — п X -{~ . . . -|- л . 

Степени въ дифференщальномъ исчисленхи въ теор1и конечныхъ раз- 
ностей отв4чаетъ другая ц-Ьлая функщя — именно функщм^ 



тт* ^ 



х(х — Ь)(х—2Ъ)...[х — (т—1)Ь], ^ ли^о-и^^и^АА^ 

состоящая изъ произведен1я (множителей не равныхъ между собою, какъ 
иъ степени, Н(0 образу юпо^ихъ убывающую ариеметическую прогресс! ю съ 
разностью Ъ и первымъ членомъ х. Для этой функц1и введено название 
факторгэль и особое обозначен1е аналогичное степени, именно 



яд: ^г '.]■*— 



(1) х^''^''^ = х(х — Ь,){х^2Ь,)...[х — (т—1)Ь]. 
Если Л = 1, то фактор1Эль обозначается проще такъ: 

(2) ^<-) = а;(^_1)(^_2)...[х — (т— 1)]. ы :^/. , 

Для т = условились принимать: 



<№»»%И|»«Ч'ПГ"«.'»*'»с 



(3) /Ч;Г а;'«1*> = 1, 

(4) х'"' - 1 , 

что необходимо зам'Ьтить для дальнМшшр. 

- Отрицательнымъ степенямъ х будетъ соответствовать другая фуцкцхя 

фактор1эльная, именно: 



(5) а! 



(-т|А) 1 



(6) х'^""'^ 



х(х + П)(х'{'2к) . . .[х + {т'- 1)к] ' 



х{х+1)(х'{'2)...[х + (т — 1)]' 



^3. 
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числитель которой есть единица, а знаменатель произведев1е членовъ 
возрастающей ариеиетцческой прогрессии, первый членъ которой есть х , 
а знаменатель Ь . 

13. Найдемъ разность отъ иоложительнаго фактор1Эля а?^'"'^\ По опре- 
д^^ленш разности будемъ им^^ть: 

дд, («•!*) = {х-\^Ь)х{х — Ь)...[х — {т — 2)11] — л|^0^-'й1 >^{и 

— х{х — А) {х — 2Ь)...[х — {т— 1)Л] == ^^ ^-ЦыШи{ 
= х{х — Ь){х — 2Ь)...{х — {т — 2)Ь]{х + П — [х — {т—\)Щ = 
= х{х — Ь) (х — 2Л) . . . [х — (т — 2)Л] .тН; 

т. е. 

Ах^-!*'» тйх<-^'*>, (1) 

-Г- формула совершенно аналогичная дифференщалу степени. 

/^ 14. По опред'Ьлен1ю разности второго и высшихъ порядковъ и по 
II теорем* § 9 им4емъ дал-Ье: 

И вообще 

3^'• .,11: , /•' • .-дУ'"1*> = ш(т-1)...(т-Л+1)лУ'"-*1*>. (3) 

(:<-<•;-:. (гг.-к}. .Ь'-.'/', ■ 

Такъ какъ фактор!эль ц^лая функц1Я х степени т, то по § 7 бу- 

детъ А'"х == постоянному, и л^йвтвительно по формуле (3), пола- 
гая к = т, въ виду (3) § 12 мы будемъ им'Ьть: 




I |1^ 




Д^'"'*' = т(»»— 1)...3. 2. 1Г. ^ -т . к 



(4) 



- 15. Подобнымъ образомъ для отрицательнаго фактор1Эля будемъ 
им4ть по опред'Ьлешю разности: 



{х + Н)х{х + 2А) . . .{х + тН) 

1 ■ 



дК.л;+ А) (а; + 2Л) . . . (ж + т — 1А) 
1 



(а? + А) {х-^- 2А) . . . (д; + т 

1 



— 1А) 1л;Ч-тА л;] 



= — тА 



д?(л; + А)(д; + 2А)...(д; + т — 1А)(а? + тА) 




— формула аналогичная дифферевцталу отрицательной степени. 
Беря разность отъ тодько-что полученнаго результата, будемъ им'Ьть: 



(■2) 



(3) 






Эта формула, равно какъ и (3) предыдущаго §, наниеанныя обобщая 
полученныя выше результаты, доважутся по способу завлючен1я отъ 
. < п къ п-\-1 . 

(Ь* ^Я- 2'^^^У^ ц1;лую функц1Ю я:, или полиаомъ, иожпо разложить по 
положи тельнымъ факторшлямъ, и тогда легко найдутся разности его 
Ёакого угодно порядка па основан1и теоремы III § 9 и формулъ § 14. 
Действительно, пусть: 



(I) 



л^ = аож -{- а1Х -\-а-12: ' -\- . . .-\- а^_1Х-\- а„; 



можао положить: 



(2) 



= А.х' 



"+...Л,х<''" + Л^" 



('А) 



въ саиоиъ д^л'Ь, если рлскрыть фактор1эли второй части и располо- 
жить результатъ по степенямъ х, то мы получиыъ полиномъ степени 
« ; сличая коэффиц1енты при одинаковыхъ степепяхъ въ этонъ поли- 
ном'Ь и ьъ данноиъ, получимъ и + 1 линейныхъ относительно коэф- 
фнщентовъ ^0» А1...А„ ураваен1Й такого вида: съ первое изъ нахъ 
войдетъ лишь А„, во второе крои'Ь того А„_^, въ третье сверхъ этихъ 
■^п-з' " '^- ^' "'^ каждое уравнея1е будетъ входитъ по новому неопре- 
д'Ьленному коэффиц1енту, и наЕонецъ въ последнее войдутъ всЬ оееи 
до Ай включительно; определитель такой системы уравнен1Й, приводясь 
къ главному члену, не ранееъ пулю; потому для Ао, Ау ...А^кы по- 
лучимъ величины конечный и оиреД'Ьленныя. Убедившись въ возможности 
-га1101'о разложеп1я даннаго по-тиома по фактор1Эллнъ, мы легко можеиъ 
получить для коэффищентовъ его простыл формулы. Для этого возь- 
мемъ последовательно все разности отъ обеихъ частей раненства (2) 
и въ каждомъ волучепномъ равенстве положимъ затемъ х^О; тогда 
но второй части останется только одапъ членъ. Д1;Ёствительио, если 



|.\г.^ж-, 



•-^0) и\} ^0^^-^^* '> ^(^>о; л^(с):^^ д'^^о^г С; А^{о;= 6; 

оозьмехъ разность порядка Тс , то всЬ члена начиная съ содержавша- ^1/^:1| 
го ^4_1.и до посл-ЬдЕяго, обратятся въ нули, ибо % — порядовь раз- ^* 

яости выше степеней входящихъ въ эти члены фаЕТор1Элей; члены-же 
11редшествующ1е содержащему Л]^ , обратятся въ нуль, когда положимъ 

л: = послЬ ВЗЯТ1Я ихъ разностей, ибо посл*дн1я вс* будутъ содер- 
жать X множителемъ. Поэтому будемъ им^^ть вообще таЕ1я равенства: 



А'^иа = А^.т1}Г . 



(гд-Ь т1 = 1.2.3...т) откуда найдемъ: 



т1п 



Л = ^=^- Ыо-У.-а^ (3) 



Внося это для т = 0,1,2,3...п (и принимая А^Щ = щ) въ на- 
шу формулу (2), которую мы для краткости напишемъ такъ: 



1П=:п 



«. = ^^^""'\ (4) 



т=:0 



ыы будемъ им'Ьть искомое разложенхе полинома по факторхэлямъ: 



т_я „, 




.. _ V А Цр Ат\Ь) 
т=0 



(5) 



117. Приложимъ эту общую формулу къ разложешю степени х , по 
'фактор1Элямъ: полагая въ ней и^^=^х ^ мы бу1^емъ им^ть: 



** — * - т^п 



Часто принимаютъ /^ = 1 ; тогда эта формула принимаетъ такой видъ: 
Входящ1я въ эту последнюю формулу величицы 



-V - 
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I 

называются числами БринкАея\ входящ1Я въ предыдущую формулу (1) 
отличЕЫ отъ нихъ; но частныл 

(4) -а:?: . 

Ъ 

тождественны имъ, какъ это мы увидимъ въ § 30, гд4 будетъ данъ 
^ простой способъ для ихъ вычислен1л. 

1/7# ^^' ^Р^ ^""^^ (5) § 16 разность порядка Л, будемъ им4ть: 



т=:1П 



(1) д»„=У-^т(ш-А)...(т-й=ТЛ)4"'# .. >^1) 






ИЛИ сокращая: 



юг ,, ,„ 



формула, которая представляетъ разложен1е Д и^ по факторхэлямъ по 

формул*]^ (5) § 16, какъ и должно было ожидать. 

Беря для прим*ра разность отъ (1) § 17, будемъ им4ть: 



"*- » т^п 



а отъ (2): • ^ -^ - '''''^ 



•»— » - ЖлП 



<« . Д'х- = У;А^,.'"-" ./«'?=/. 



/^ 



^(т— А)! 



тш* 



19. Разность отъ дробной функцш, когда знаменатель ея есть фак- 
тор1ЭЛь, находится также легко, каковъ бы ни былъ порядокъ раз- 
ности. Пусть даыа функц1я 

гдЪ и^ полиномъ степени п . Разлагая его по фактор1Элямъ съ помощ1Ю 
формулы (5) § 16, будемъ им'Ьть: 



т:=:п 



(2) «, = ^ 



т (т\Л) 



_ V А ^0 л; 



^»* I Л а? 
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Если {7 < п , то въ этомъ раздожеши V^ встретятся члены трехъ ти- 

повъ: перваго типа будутъ тЪ, для которыхъ т<р; второго одинъ 
чденЪу для котораго т = р; н третьяго — - тЬ, для которыхъ т>р: 
если р > п , то будутъ только члены «цзетьяго типа; цото|й[у, чтобц 
ин^ть д'Ёло съ членами всЪхъ трехъ типовъ, мы предположимъ р < п . 
Собирая въ отдЪдьныя суммы члены каждаго типа, мы будемъ им^ть: 



*»— ^'-1 А т 



V = \ А щ 



X 



.(«|А) 



т 



X 



.(Р|А) 



+ 



р\1г 



- ш=п 



Щ X 






^\Щ 



X 



{р\Н) 



Легко вид'Ьть, что по сокращеши будетъ: 



X 



ЫЬ) 



X 



,(Р1*) 



(3) 






(ж — тЬ) {х — т^\К)...{х — р — \К) 



(4) 



когда т <!>, и 



X 



(т\Ь) 



X 



Ш) 



= (а? — рЬ) {х — р -^^ 1А) . . . (а: — т — 1А) , 



(5) 



во1да 191> р. Полагая въ (4) 



г • 



; . I . 



х—р—1к = у, 



мы будемъ имЪть 



л? = У+^>— 1Л, 



(6) 



4? — т}1 = у-\-р — т — 1А, 



и следовательно: 



•л: 



(»»|А) 



полагая въ (5) 

■■• ' ■■■' ■' X — рк^=^г^ ■ 

Тиасома'ндрит^й^ Курсъ теор1И конечн. разностей. 






,, .:.:(7) •■ 



' '(8) . 



2 
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откуда 



: г ' . .■ 



• < . 






■ • 



и сл^доба1!ё)[Ы10 



. « >• • < 



■ г • 



х-^'7п — 1Ъ = ^ — т — р — ГЛ, " 



будемъ им4ть: 



(9) 



X 



(т1й) 



X 



,(Р|А) 



= ф! — й) . . . (^ег — т — р — 1Ь) = /"^ . 



Подставляя изъ (7) и (9) въ (3), мы дадимъ разложенш функц1И ь^ 
такой видъ: 



(10) 



. _. V А Цр Г-(я~т);Л] . 



тг=0 



р\п 



т-=:^п 



+ 1 



т 



=Р+1 



А Щ Гт-р'Л) 
т^ 



'. : 



Такъкакъ Да; = Ду= Д;г = й, (ибо а, у, л раалпартся на 9ое!|!р- 
янныя), то по формуламъ (3) § 14 и (3) § 15 получимь отсюда: 



т=0 



т=;п 



А «о 

да»!/»™ 



(»г— р)(»г-1)-1) . . . (т-1)—Н-1)Л**^— '-*'*' • ♦) 



/ . 



. ^ '. г--;и5д,,.^.1« \1 



Внося сюда вместо у я е нхъ значешя изъ (6) и (8), пожршкь 
окончательно: 



-*) Изъ члевовъ третьей суммы первце к будутъ нх^ть рагность ^ЬгГО ворщщ :=0| 
нбо нхъ степени ниже к. 

••'V. ■ • .*Т 



Л 
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1м=р— 1 я, 



(-?-«+*;*) 



+ 



т=::0 






^ 



^ 20. Если дана ращональнад дробь, знаменатель которой не им'^^етъ 
вратныхъ корней, то можно найти разность какого угодно по- 
рядка. Д'Ьйствительно, въ этомъ случае разлагая дробь на прост'Ьйш1я, 
кы приведемъ ее къ суммЪ ц^лой функц1и, которая въ частныхъ слу- 
чаяхъ можетъ быть постоянной и даже нулемъ, и дробей вида: 



^(•1] 



X — а 



отъ которыхъ легко взять разность любого . порядка к. ДМствительно 



X — а 



= Жж-а/-^'*'; 



(1) 



следовательно по формуле (3) § 15: 



д*/_А_\= ( _ 1)*Ак\ Ъ\х - «у-'-*1*^ 



(2) 



Ек^ли же знаменатель будетъ содержать кратные множители, то раз- 
ложеше на частныя дроби не упростить д-Ьла. Действительно, 

/ ^ \ А А .^ А[{х—аТ—{х—а-\'ЬТ] _ 

\{х — аТ) {х — а+А)** {х — а)" 



{х — а)*'(л;— а+Л)** 



пАК 



[Сл?— а)(а:-^а+Л)]" 



,п-1 / П — 1 ,, чл-2 I • А 



п-П 



{х—а) -| г — Ь{х—а) + . . . + 



п 



- > 



вакъ видимъ уже первая разность такой дроби представляетъ дробь 
другого бол^е сложнаго типа. Въ этомъ случа-Ь лучше числителя и 
знаменателя разложить по факторхэлямъ и брать зат^мъ разность отъ 
представленной въ такомъ вид-Ь дробной функц1И по общимъ форму- 
ламъ для разностей отъ дроби, выведвннымъвъ§Г1 [формулы(4)и(5)]. 

21. Легко найти первую разность отъ дроби, которой числитель есть 
постоянное, а знаменатель (^нщюнальный ^акто^гь^ то есть состоять 




'л ' "х+Ь ■ "л+гл ■ ■ ■ ''х+нк \ 

Если ь^ = ах-\-Ъ, гд4 я и Ь постоянпыя, то 

"^+«л — "^ = «(я^ + п?0 + Ь — {ах + Ь) = аиЛ , 
и потому въ такомъ случае будетъ 

пАак 



(3) 



Д^^ = 



т. е. дробью того же типа; а потому и разности высшаго порядка бу- 
дутъ того же типа, и чрезъ повторенное прим'Ьнен1е формулы (3) въ 
этомъ случа'Ь мы легко дойдемъ до такой общей формулы: 



(4) 



п 



д'ю — ( ^-.к п(п-\-1) . . . (п-\-Ь~1)Аа Н 



* 22. Разности радикальныхъ функцШ не представляются простыми 
формулами. Равннмъ образомъ только для небольшого числа транс- 
цендентяыхъ функц!» имеются простыл общ1я формулы для ихъ раз- 
ностей. ПростМшамъ образомъ выражаются разности какого либо по- 
рядка показательной фу11кц1и. По опредЁленш разности ин'Ъемъ 



(I) 



Да'' = а^''^ — п"* = а\а — 1) , 



откуда видииъ, что для получен1я разности функцШ а" надобно сану 
функщю умножить на постоянное количество а'' — 1, Таиъ какъ по- 
стоянный множитель фупкцш въ ея разности сохраняется, тО' будетъ 
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А\'^ А[а'{а' - 1)] == (а* ~ 1)Да' «х аЪ' - 1)' ; (2) 

отсюда, обобщая, получаенъ такую форнулу 

Д^О^^Л^^Са*-!)-, (3) 

3^(оторая д окажется цо способу закдючеща отъ п къ п-^! . 
• 23. Возьмемъ теперь разность отъ 1ода;. По опредЪлешю еяим^емъ: 



А\о§х = 1о8(а: + Л) — Ьда? = 1о8| ^^^^ | = 1о^1 1 + — ) • (1) 

Разлагая въ послЪднемъ ея выражеши к)^ ( 1 Н 1 въ рядъ по сте- 



яенямъ — , подучимъ: 



('+^) 



д1од^^_-_+__,.., (2) 

откуда видно, что при х очень большомъ и к достаточно маломъ съ 
достаточнымъ приближеш емъ можно принять 

Д1ода: = ^и^иил^ е/€^Ф (3) 

Переменяя о; на а;-|~% въ формуле нами полученной: 



= 1о§(- 



Д1ога; = 1од('^'| (4) 



я вычитая ее изъ им^ющаго получиться такимъ образонъ результата, 
получинъ: 

или, преобразуя и разлагая въ рядъ: 

Д П08«; = Щ{1 - ^^^ = (^)^- \- {^ + • . . . 

откуда Видно, 4то йрй о^нб большомъ х и достаточно маломъ Ъ мож- 
но в4гд^у1ю разно^с^ь считать за &уль. На это)1ъ обсто^ктельств'Ь осно- 
вывается обыкновенный способъ отыскиванхя логариемовъ чиселъ изъ 
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3 



таблицъ при помощи „пропорщона л ьныхъ частей" (раг*;е8 ргорогйопакв), 
ДМствительно, принимая въ (3) А = 1, будемъ им4ть: 



1о8(л?+1) — 1о8л; = 



1 



X 



д4ля (3) на это последнее равенстве!, поел* залГ-Ьны Д1одд; его зна- 
чешемъ будемъ им4ть: 



(6) 



1оё{х-\тЪ) — \о$х _ Ь 
1о§(ж+1) — 1ода;~ 1 ' 



или еще об^цн-Ье, написавъ А' вместо й въ (3) и дЬля новый ре- 
зультатъ на прежнхй: 



(7) 



\о%{х-^Ь') — \о^х к' 
1о%(х-^Н) — \оех к 



Н 



Подобно тому, какъ мы получили формулу (5) можно последователь- 
но получить выражешя разностей 3-го, 4-го и т. д.' порядковъ отъ 1.о§д?; 
но т^мъ же способомъ можно получить и выражеше разности ка- 
кого либо порядка отъ 1о§[г<^, гд-Ь и^ какая угодно функд1я х, чрезъ 

рядъ послЬдовательныхъ значешй ея, что мы и сд4лаемъ въ сл4дующемъ §. 

24. Мы находимъ последовательно: 



(1) 



(2) 



А1о§м^ = 1о§(м^ — \щи^ = 1од 



и 



и. 



А'-.=Ч^»)-,о,(^) = ,о.(^), 



(3) 



Д ЧобМд, = 1о§ 



«=1ог1 



**а4-3* ' ***+* 



ы. 



у 



1о§ 



'Х+2Н 









Законъ выражен1я разности 1о§и^ различныхъ дорядковъ чрезъ ря дъ 
лосдедовательныхъ значешй функщи ее^ уже достаточно, рбнаружи лея, 
чтобы можно было, обобщая, ванисать следующую формулу: 



/*'• 



^^ "" л^.У^->у/ 
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Л'*1о8«*«.;=1о8 



• -г: — :"^ ^-Г' — : — ■ — 

СГ (Т 



, ' . : ■ ,М1 



гд'Ь (^ обозначаетъ &-ый биномхальный.Боэффицхентъ. Предыдущц,фор-^ 

му^ш получаются изъ этой, полагая м = 1 , 2 , 3 ; остается сл-Ьдова- 
тельно для доказательства этой формулы (4) показать, что она в'1рна 
для сл4дующаго порядка, т. е. м+Ьго, если она в4рна для п-го по- 
рядка. Для этого перем^нимъ х на ж'Ц^А'въ (4), что дкстъ: 



л** - - , л** 



1 ^ 



N1 



вычитая отсюда (4), получимъ: 



• .■.! 



Д'^Модм = 1061- ^+" ' ^"^-» — ! ^к^зл> ■: -п::: ; :»> /. 



Т- I 






) 



с^+сГ . 



'«V.: 



': ■. ' 



' I 



НО 



с:_1+с:=с^. 



>/: • • . 



потому окончательно: 



Д-ЬМо-г1, = 1о§ 



I 1 ' - ' 






• * ■ I ' °1 • 



Г- 



п+1 



.(Г+^ 



;» I ж1а ' 



(^жО-мл) (^я?-|-п-2а) , , • • 



"жЦ-пЛ- 



», 'с ^' 



Г 



— что получается изъ (4) чрезъ перемену м на м + 1 » сл'Ьдовательно, 
формула (4) доказана. 

25. Что касается до тригонометрическихъ функщй, то изъ нихъ толь- 
ко для разйоствы8т(аж + Ь) и со8(аа; + Ь) имеются простыя формулы 
дЛя всякаго порядка. Въ самомъ дЪл^ по опред^лешю разностей 

Д8ш(аж + Ь) = 8ш(ад; + аЛ + Ъ) — ^ ш{ах -\-Ъ)= \'''' ' 



= 2со8/ад; + Ь + ^)81П^, 



т, е. 



• . > 



■Д81п(аа; + Ь) = 281п — созвал: + &'+ о 



' I к 



{ах 



) 



• ,. I I 



(П 



Эта формула аналогична дифференциалу вЩах + Ъ), въ который 
переходить при безконечно-маломъ Ь, ибо тогда соз|аг-}-Ь + -п- 1 бу- * 




деть безконечно-мало отличаться отъ соё(ах -\- Ь) , а 251П- 



= аЬ. 



аН 



на безконечБО-ыалую высшаго порядка отъ с 
мулу можно еще такъ представить: 



(2) 



= а^х . Полученную фор- 

аЪ. -(- зг\ 



[ибо 81П I а -{^ -^ ) ^ соза]. Эта формула показываетъ, что разность отъ 

. , 1 ,, , . аЬ-\-л 

&ш{ах-\-Ь) получится, когда дуга дадимъ приращеню — ^ — , и за- 

. „ - оА 

тамъ умБожиыъ результатъ на 28т—' 

ТаКъ какъ постоянный множитель въ разности сохраняется, то беря 
отъ (2) посл4довател|,ныя разности по тому же правилу, приходнмъ 
къ такой общей формул*: 



ё]м I 26. Подобнымъ образомъ находимъ: 
(1) Асо8(йз;+Ь)=-28Ш-^ 



ь^+^ 



(2) 

[ибо соз|а-|- — I 



(3) 



Д"с08(аа; + Ы 



Ш 

81йс] и вообще: 



к(аэ:-|-Ь-}- 



т^^\ 



соз/аж+Ь + н 



аН-\-я\ 



1 ч 27. Для 1<^{ах-\-Ъ) и прочихъ трисонометрическихъ функц1й и обратннхъ 
I инъ круговыхъ, общихъ формулъ теор1я конечныхъ разностей не пред- 
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лагаетъ по ихъ сложности, и потому въ случае, когда разности та- 
кихъ функщй потребуется найти, надобно вычислять ихъ посл'&дова- 
тельно, исходя изъ самаго опредЪлешя разности. Такъ, наприм'Ьръ, 
если «д. = 1;8ж, будемъ ин^ть: 

Л^8а: = *8(а? + Л)— 18я? = *8Л[1+*8л;18(а; + й)], (1) 

или 

I 

81ПЬ 



^^ С08а?С08(л; + к) ' 



(2) 



— формула аналогичная дифференцхалу 1^0;, съ тою разницею, что въ 
знаневателФ вкДсто ввадра!» иовх входить его второй фактар1эль т. е^ 
произведете на со8(д?+А), и шЬато Ь его вш. — Вторая разность отъ 
Ь§х можетъ быть выражена, равно кавъ и сл^дующгя, чрезъ одинъ 1^ 
отъ ряда значенШ дуги, разнящихся отъ х на кратное Л . *Д']Ьйствительно 

= 1ёМё(2т8(х + й)[1 + г8хЬё(х + 2Л)] = 

= 1§Ь . 1ё{2П)Мх + Ь)+ 1ёхгё(х + НМх + 2Л)] . 

Такъ можно идти и далЪе, но результаты будутъ получаться все 
^ ^ сложн'Ье и сложнее. 
^Мщ 28. Еще привод нмъ слЪдуюпця разности: 

1 1 С08д; — созСж + к) 



Д8еса; = 



С08(л? 4" А) совя; со&ссов(а: + Л) 



28Ш 



со8а?со8(а; + К) 
Д агс^й^^ агс1:д(а; + Л) — в.тс1§х = 

1 +л:(лг-^л) 



(1) 



(2) 



• 1 



Мма«и 



Т7^ 



(ибо 6^=С"^|=1); эта же формула получается нзъ (4) чреэъ пере- 
мену я на п-^-!. ПримЬняя формулу (4) къ фуякц1и Ьдм^ и соеди- 
няя сумму логаривиовъ въодинъ логариемъ, получимъ формулу (4) §24. 
30. Приминая эту формулу къ и^ = х" , мы будемъ и«1ть: 



(1) 



А''х" = (х + пкТ — С"{х + п~ 1Л)"' + Са (ж + и - 2^)'" 



Полагая здйсь х=0 , получимъ формулу для вычисления т4хъ чи- 
селъ, которыл входятъ въ формулу (1) § 17. Легко видеть, что й" вой- 
детъ тогда во всЬ члены общамъ множателемъ, (какъ нами было уже 
предварено въ томъ §), и мы будемъ вм'Ьть, вывося его яа скобки: 

(2) Д*'о"'=Л"'{й'"-С;;^"'+С2^^"'-...+С— 1№";=Л'"+...+(~1)''"'сС'_ 

|Если принять А = 1 , то эта формула обратится въ другую, — въ 
формулу для вычислен1Я чисе.1ъ Еринклея, входящихъ въ формулу (2) 
того же §, именно: 

<3) Д"0'"=п"—С^й^"'+С2Й^"'— ...+(— 1)"С;^^=7/"+...+(—'1)"~'С^_1 . 

Съ П0М0Щ1Ю этой формулы была вычислена англхйскимъ матеиати- 
вомъ Морганомъ таблица этихъ чисел*, которую читатель найдетъ яа 
страниц* 14. „Лекц1й разностнаго исчнслен1я'' проф. М. К. Ващенко- 
Захарченко, К1евъ 1868 г. 8" *). 

31. Для образовашя ХЕонечаой разности и-го порядка какой либо функ- 
щи и^ еамъ нужно им^ть п-\-1 посл^доаательныхъ ея значешй, какъ 
то видео изъ формулы (4) § 29; можио, наоборотъ п-{-Ьый члеиъ ря- 
да посл'Ьдовательныхъ значешй фуикцш выразить чрезъ начальное ея 
значеп1е ((^ первый членъ этого ряда) и зиачен1Я ея разностей до 
и-го порядка включительно. Действительно, изъ опред4ден1я разности 
слЬдуеть что 

(1) и^_^ = 11^ + Лм;, ; пг\ (111Г«и111П1й пй ^П I 

яеремЬняя зд^ь х на ж + Л , получимъ: 

<2) 1(1+2(. = «н-'' + ^"^+'- ■' 

на основан1и (1) и его разности, именно: 



■) Также си. 1таеЬепеЫу. 8иг 1а ^йпйгаПааНоп <!ез ЬбсИопэ Де ^ас^иез ВешоиН!. 
81.-Рв1ег8Ъоиг8 1883. (Мешо1гез (1е ГАсайет1е йев вс1епсв8 <1е Зс.-Ре1егзЬоигв. Т. XXXI 
№ 14, р. 14). 



г 









5^ 






— о 






ь» - 



«^ -* 



о 



ш 



§ «^ ^ 



<*• — 



я, 



2^ Д 2? & 

^ I 1> ^ '^ 



— о 



0> 



^ § I ^ & '^ 



*^ ^ ё^ 1 



1^* 1ВЧ 



^ о 






% 






2:5 



О 

^ 



^ 



Л** 



«м 

•^ 



2^ ь 



^ ^ 1Э 



- ?^ -г 



— О 



^ ^ 



13 






^. . , ■ ^..^.->- "Л-»*- 



(иб 
вял 



9 



■ (1) 



I 



I 
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дет 
пре 

<2) ^ 

I 

фор 

ТОГ' 

(3) /А 

С 
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ЩИ 
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да 
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слЪ 

(1) 
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(2) 
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Д«»^.л = Дм, + ЛЧ > (3> 

иы ноженъ (2) тавъ представить: ' 

«»+а» = «» + Ам,+ 

т. е. 

«х+2» = «» + 2 А«« + АЧ • (4) 

Переминая зд^сь х на а;-|-%) и принимая во вни1[ан1е С1), (3) и 
его разность, именно 

А'«^л = аЧ + аЧ . (5> 



'х-Нк 



МЫ полтчинъ: 



■ ■ * 



и соединяя сходственные члены: 



2 I А 3 



Формулы (1), (4) и (6); напоминаютъ первую, вторую и третью степени 
бинома; обобщу замеченный на этяхъ трехъ внвода&ъ зацонъ, мо- 
жемъ написать общую формулу: 

*^.+пл = «*.+СГАг*.+ С2АЧ+--- + СГлЧ + --- + с:АЧ-(7) 

Для доказательства верности ея для всякаго п перем']Ьняемъ х на 
х-^-Ъ и разбиваемъ затЪмъ каждый "членъ на два по формуле: - 

V 
■ I 

а*«^=аЧ+а*+Ч; (8> 

нн подучинъ: 
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2 



I . ' * - ■ ' ■ 

••. + С^_1АЧ + 

+с: лч+^А*+ч+-.-+ 

+ ••.••;• + С^; А% +^« А"''"Ч . 
ИЛИ на основан]и равенствъ: 

Ч-1 "Г ^^* — Ч ' ^п — Ч+1 "" ^ ' 

следующее: 

«.+й:г* = «X + сг+^ д «. + с^^ аЧ + . . . + сг„^'А\ + с А'^Ч . 

что получается изъ (7) чрезъ перем4ну п на п + 1 . Такимъ образомъ 
формула наша, в']&рная для значешй п = 2 , п = 3 , будетъ в^рна для 
^ ц всяваго значен1Я п . 

1|Л** 32. Формулы (4) § 29 и (7) предыдущаго могутъ быть короче пред- 
ставлены символически. Формула (7) § 31, если отделить знакъ 
функц1и и^ отъ операц1оннаго символа Д, можетъ быть такъ пред- 

ставлена: 

Отсюда, мц подучцмъ истин]^ую формулу, соединяя, Д н м^ въ 
Апх п^ рябскрцт1И,эя по биному Ньютона, вавъ будтоЧ$ы Д было ко- 
личество^ и умножеши каждаго члена на ц^*. Для п^=1 она обра- 
тится въ такую 

(2) г1, = (1 + АК, 

(что получимъ и прямо изъ (1) предыдущаго §, отд4дивъ и^^ отъ Д и 

вынеся и^ за скобки); эта формула говоритъ, что для получен1я слЪдую- 

щаго значешя функц1и и^ надобно эту функцш символически умножить 

на 1 + Д ; для получен1Я формулы для сл-Ьдующаго за сивгь значешя 
надобно еще разъ помножить на 1 Ч~ А ? ^ продолжая это мы доходимъ 
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ны нохемъ (2) тавъ представить: ' 

I 

«»+а» = «х+Д«« + 

+ ДМх+ДЧ. 
т. е. 

• • « 

Переминая зд'^^сь :с на ^г-^-А, и принимая во внинаше (1), (3) и 
его разность, именно 

1^^^^^^ 1^-4,^ 1^и,, (5) 



ны полтчинъ: 



=«,Ч-Дм«4- 

. . . '• ■ .... 4 . 

+ 2Д«.+ 2ДЧ + 

■ +'ДЧ+ДЧ 



и соединяя сходственные члены: 



1к 



2 I л 3 



«*н^А = «*. + 3 А«, + 3 Д X + ЛЧ • (б> 

Формулы (1), (4)и(6); напоминаютъ первую, вторую и третью степени 
бинома; обобщая замеченный на этнх^ трехъ вйвох&къ зацонъ, мо- 
жем:ь написать общую формулу: 

*^^»*=«х+сГД«.+С2дЧ+---+с:дЧ+---+с:дЧ-(7) 

Для доказательства верности ея для всякаго п перем']Ьняемъ х на 
хА^Ь ти разбиваемъ затЪмъ каждБгй "членъ на два по формуле: 

- 1:^и^^ 1:^и,^ С^\\ (8> 

мы пояучихъ: 
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... + С^_1ДЧ + 

+(г, дч+с:д*+ч+---+ 

«ЛИ на основан]и равенствъ: 

■.:.". — ; ■ ' . ' . .. • 

следующее: 

ЧТО получается изъ (7) чрезъ перем4ну п на п + 1 . Такимъ образомъ 
формула наша, в4рная для значен1Й п = 2 , п = 3 , будетъ в-Ьрна для 
^ щ всяваго значен1Я п. 

4^^ 32. Формулы (4) § 29 и (7) предыдущаго могутъ быть короче пред- 
ставлены символически. Формула (7) § 31, если отделить знакъ 
функц1и и^ отъ операцюннаго символа Д , можетъ быть такъ пред- 

ставлена: 

Отсю,а;а. м;ц подучцг1Ъ жтщщур формулу, ооедг9яя,Д^ и щ ъъ 
г А*«^ по рябскр1|1т1и,эя по биному Ньютона, .»аЕт^ будто-^ Л было ко- 

личество^ и умножеши каждаго члена на ц^*. Для п^=1 она обра- 
тится въ такую 

(2) г., = (1Ч-ЛК, 

(что получимъ и прямо ;изъ (1) предыдущаго §, отдАдивъ ц^ етъ Д и 

вынеся и^ за скобки); эта формула говорить, что для получен1я слЪдую- 

щаго значешя функц1и и^ надобно эту. функцш символически умножить 

на 1 + Д ; для полученхя формулы для сл4дующаго за сивгь значенхя 
надобно еще разъ помножить на 1 Ч~ Д ? ^ продолжая это мы доходимъ 

^'-^:^^I; Н'*)^^'^; с'^'^'^^^^Сс-о^ '^*^-Ч^-•/^^--^• 
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Переменяя здЪсь п на & , а & на ] ^ зат^яъ беря разности перваго 
порядка и порядка I , поду^и^мъ сяФ^уЬщ1я' дв'Ь формулы: 



. ^ . .1 I •; 



Внося изъ (2) въ тЪ ^яенн (1), въ которыхъ -% ^ 1 , мы будемъ 
имЪть: 

'* ■II- ^ъ /• • 14 •.1' . ■ » ■ . I. . «Ч! 



но въ первой сумм% всЪ слагаемыя одинаковыя, именно равны /а^и^ , 
а число ихъ п: потому будетъ: :•'.:• ;.;•::' :ч? ч^: : . 



*=п-1 



втоЕад..Я5е ,стммау ^вр^я, .буду.чи; подробных ^гвцрисзда^ . щнсъ. предста- 
вится: ■ . • •. г: ! 



АЧ + 



'_ - •• 



+л^1*,Ч7д^^ч- .^ •■ 



/ 



{:) 



+ д Ч + Л V» + Д '"'+2Л + 

+ . . .+ 

+ ДЧ + А'и^+. А '^«4^2А + А\+вн + • • • + А'^х+^Пг* : 
здЬсь каждая строчка, начийая сЗ «^юй, представляетъ 1 

^5^ 



• г 



поочереди для Л = 1 , зат4мъ 4 = 2 , А? = 3 , ч т. д., наконецъ для 
Я; = п — 1. Если/-шд тейерьб/лемъ,- суммировать но столбцамъ, то ^ги , 
можемъ нашу сумму такъ пр^тавить: ^:^-- 

Т1АХ0мандрицк%й, Курсъ теор1И конечн. разностей. 3 
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. г ^ 



^:гТ*»^а|*=ц-1 



2- 2 А'*^^'-' 



* I 



«;«• 



^-о 4=^-1 



у 

ибо въ важдомъ столбце с1ноюво первых^ Ълагае1к1хъ нехватаеть» 

сколько единицъ въ числ*]^ ^ , коэффицхент^ при Л въ значен1И пере- 
менной X въ этоиъ столбце. Следовательно инеемъ: 



*=п-1У=*-1 



,, .,У=ж— 8 *=:п— 1 



(6) 



2 Е А««^,= 2 2 ^'"^' 



^ 



НО въ виду одинаковости слагаеиыхъ 

. ■ / 



• ■ .-. 



— л— 

2 



а потону окончательно: 



-1У=*-1 



/=п-2 



(7) 



-;-*■ 



2 Ц А'«и^*= 2 ^ "-^ь»- 



А^ 



*=! .М) 



>=0 



Внося это, а также я изъ' (5) въ (4), им по^лучим'Ё (перененивъ 
еще у на к): 



к=:п-2 



(8) 



«*И-п* = ^»+^Д«««+ 2 ^^^'" *^'***+**'' 



*=0 



^'. < . 



Преобразуя тЪ члены суммы, въ которыхъ &^1 ^фъ ш)М0Щ1Ю форму- 
лы (3) для 2=2, мы получимъ отсюда: 



(9) 



к=»~% 



«»+«» = «« + ^Г А«, + 2 <^ I* *аЧ + 



"•..V 



»=п-2 



*=0 



+ 2 ^""* Ц А'«н^*; 



*=1 



НО 



(10) 



/=о 



»=гл-в 



"2 *^-"*аЧ - ("I V'-') аЧ ; 



*=0 



ь=о 



— зв — 



дах^е, хахъ и выше, убедимся, ^о 



Ь=«-^2 



/=*-! 



• 1±=п-9У=»-1 



к=1 у=0 , »=1 >=0 



»=1 >=0 



2 I с-'д'"^.»!; (х <т-Лд'«н^- 



/=0 *=;/+1 



/=:0 '*=;Я-1 



• •' 



I' I 



.11 



4 * 1 






Ос1габтсд въ (10) и (И) найти суммы: 



.1. 



("). 






-а 



«2 



2т'-* 



2^<* 



-*1-а 



*=;;.М 



(1^) 



их*1^ МЫ М1дбкг 11б б6^Ае^ общей фбрму:!^, «ъ 11Бвйд7 х6тй]р6й' теперь 
и переходимъ. . / 

35. Мы им^емъ: 



отсюда 



с;=(й;-с^^,; 



(2) 



сумжфуа во дт9п р к» г,' пмучшык 



Г1 1 «Г ■,'■ 

1 ■ I . ' / 



1 . 



К • , 



К 



■!■« 






1- 



«=^^» 



к • 



!■ 



. I 



производя сокращен1е одииавовыхъ чдеиовъ об^ихъ сунмъ; но С^^ ^^ О , 
л потому окончательно йаходимъ: 



9=г 

I 






(3) 



По дтой формул^Ь мы и найдемъ суммы (12) пред. §. Действительно, 
если положить п — 1 — к = ^ и переменить норядовъ нред^лонъ, тр 
будетъ 



•)1И.<5.,-(5Й 



I 



— . зв 



»=я-а 



(4) 



-1-* ^-^^ гУу/^'-'-^Ч^ «'^'^'^••'' ^' -^'У.ГЛ' ,'-:оХМу 



1 — . , ■ г. ".. 1 



. -^ г. V. 



I ■■•■ \. 

I- 



(5) 



*=п— 2 



5СГН-2-У 



I 






I- 



V 



«Т. " ^ 



внеся это соответственно въ (10) и (11), затЬмъ оттуда въ (9)^Паолу^ 
чимъ (переменяя еще ^ на А): :«'<^':> ьтИ.чи (И) и ^-1) и. \х'Лм.гА} 



л =п -3 . 



(?>г, 



«Н-й = "* 



ЗС 






написать общую формулу: ' ,,1Ум,;,...у »к,:1 и 



(1) 



:.:ко.!"п чК .Си 



,п ^ 2 



1г:=гп— «I 






^:;^/>I:'ТО 



покажемъ, что если преобразова.т}^;)Ш)|[^дФс31^|[1^ч^11^н:^-говт^тоннкй|14са^'^ 
держащ1Й сумму) съ помощ1Ю формулы (3) § 34, то получится еще 

одинъ членъ того же самого вида, именно О^ДГе^я., ц:0статокъ опять 

ТОГО же вида ка«№ ;?■ въ!^)? тГолуча^ый цг% неГЪ" чре^ перем4ну т 
на т-\'1. ДМствительно по (3) § 34 им-Ьемь для Л>1: 

(2) 



А"м^»л=АЧ+='7,-А-*'^Я-^^-^-^"':^'^^^'^ V"'-''' -" 



Ж+/Л 



с^$д. 



^ л 






т ■ 



Агтп— т 



А:=гп--т 



« • ■ * 



(3) 



к=:.п—т 



>=*-! 



+ 2 (С\- 1 д"+ '«^л- .. : 



*-1 



У-0 



I .. 






•II 



-— 97 — 
иля подобно тому, какъ и вь}фё:- ""г^ 

*=.^ *^о у=о *=;Н-1 :*. и:.»7:. .: :.;^ 

Но по формуле (5) § 35, полагая п — 1:«^»=2 и мЪняя порядокъ 
пред&ювъ, им^мъ: /я' 'л = . >«' ^ * ; ' > '/ ^ -' 1 ) 



•I ■» 




I д=гп— I 

с::1-*= у с:_1 = с:; ^ (5) 

:'| ■".» .■ 1:1.. ;:Г:Л. 'Л\ 

(6) 



. '»' .,."> - ; :^' л:.*5Ф? ■ • . • -:■ ■ .■••"«да- ■ .^'. . ; -' : ' ." "' 



; I Т 



подставляя изъ посл^кднихъ двухъ равенствъ эъ (4), полуяимъ, (пере- 









если это в(^авить въ (I). то получимъ въ рей еще одинъ. члецъ и 




формула (1)'върна для всякаго т. . , ^ , 

Пусть теперь: 

м:'''0111П;:: а:' ;Г ОИМЧ-Ь! .1-:. >, 1.7} 7-7. :]='^ 
■ ' т= Ч^._.- • • (8) 

*=0 






— ЭТО буА(^- цапчЁОтъо.ш наиб(НА- 



шимъ и н^именьшимъ изъ значенШ 



• • • * 

Изъ (8), тавъ какъ по (3) § 35 ин^емъ: 



— 38 .— 

Ь^н—^п вра№«гт1> ■ •/•■/ ■ .4," . Г||'» »•";■ 

(10) 2с7::;-»=2^-х=сс; 

' / ^' •■-■./ 



г / . • : . ■/ ■■:»■./ 



хы получимъ: 



А- - - 



- N » / ■• Т 






*=0 

Г 1 



внеся это въ (I), получимъ окоМательно такую формулу, которую к 
желали вывести: 










(1 2) «*;г-нл = **« + ^ А«« + <2^Д^«*х + . • • +ХС-1 А""Ч + С »* г 

гХъ РГ опр^дъляется формулою (8) и представлаетъ — тщу^^^щ^ !^^Щ^ 
чество среднее по величине между нанбольшимъ и наименьшимъ изъ 

значешй (9) разности Д-м^ л^-^Этотъ выводъ, принадлежащШ 1*-&у Са- 

•дйё, сообщен^ .^гге(;!.'дъ прибавлевхк-хъ 'в=6м;уг Издае!» 1|!^Г0Ь, ТгаНё 
ё1етеп(а1ге (1и са1си1 сИвегепие! е( (1и са1си1 ш1ё^а1. Раг18'1862. рр. 
230—236. 

Ъ1. Въ ввдУ МЖности этой формулы даемъ еще другой выводъ ея. 

которымъ однако изм^ненхемъ. 
Формулу (7) § 31, можно такъ написать: 



Л'!'-:! ,." /V ''К 






Л 



М| 



( ■ ' : "■ * ■" . ■ .■—■■*'. 

гдъ остатокъ »--г 






(преобразуемъ тецерь ёохгь. .остатокъ^ нр9 ио]!^^ (4) § 29. 

По этой формуле мы будемъ им^ть: 



А •" а'"' ■ — •89 — 



• ■ \ _ "■ - \ 

^ а ш ш. А А * а А * • а^*''а '• ш • А • • А • 

вставляя дто въ (2) и раюпохагая яо^коетямъ отъ «,,^^, ны будемъ 
нмЪть: 

г • 



г • 



+-А"«441{<ч-^'^"Ь6С1^~- • • +(^1)"^''с:!:Г-:9СС }Ч->- • 



+ ...■........." +,. 

I I ^ 4Л. > 14^, л *— • ■ ■ •} 1 ; : » ■ ' ■ ,' ' « I •••.-•. I • 1 • '" I ■ — ^ '^ II.*' 



=Л|— II» 



=•2"^-'^" 



* ■ ■ л 

• • •• 

ибо 

« 

.... ,' •» ... 



;.) 



I 

I 



— ,40 — 

- • 

I Первая изъ этихъ формулъ такъ получитсд:»^11]й^ю1']^е^\89о(^е'(изъ^ 
М)§35): .., . ' . . . ... 

' ,' .Л ; ;• ;* ^А- АС- >• ■ , 



•у 

- V^ 



}рядъ ра»енст;въ: 



л'- .' 



УОЧ /п,п— 1 ^ /1»*-^ . 

[полагая зд*сь |) = т, ^+1, т+2у...мт- 1 , .мы подудамъ .такой 

С»»—1 /^*^ /^—1 . 
. т^г — УтТ Ут » 



I 

1 



. 1«. < . . . 



СП— 1 ___ >-|П /ПГ"--* . 

• : ' ' о— (■■- - ; ' = ? •• •-" — 



подставляя- яагь послг^дняго №-лредпо(ик&дне«^ оттр^-к^ 1)гр(в|2^рред110г 
слЪднее и т.' д., наконецъ изъ второго въ первое, кы подучикъ ра- 
венство (5): 









#(^^!^ ' сс\=с:-с+.х+сс:+з-Си+---4^-»)""С 



! _^. г^ ^-1 



ибо (^ = С^|_1 . Перем'Ёняя зд-Ьсь п на п — 1 , мы пояу^ц11)^: 






я . •■ -■■1^ г -•■ л..>ш. -^ "#^1" ^'*:— "« 






— ' / 



заменяя каждый членъ его* разложешемъ по форму^А "(5), ■ мн пц^у- 
I чимъ, помещая это разложенхе каждаго члена въ отд^ьную строку, 



следующее: 



СЧ-ч 



* 

'.I ; - А* - ». ' -,-1' • » •_ -.1" I ■ . * - 

-с+4+..-..+<:-1Г":'<^+ . 

1'.; ..,.».. , .„* •.---) ...--.-. .' .м-.-.. .) ;•■ V - -''*"■ 



+.(-1)':"'""'с: . . 



— .41 — 

ИЛНэ соединяя ВЖгШН^»^СX^^(ет»р^^<}I^I№^^^ ";> '*.-)\:гга\- )ЦV^Щ:^-^.\ 



—2 -.гЛ. . -,.. -«^11» I «*пЯ --г/» «..I Г / т\«»-«»— 1>^*-«тГ»» Л4«^А?' 




(ибо СТ"* = п — т = числу строчекъ) — что прёдсгавляетъ формулу (б), 
МЪяля !.1^^ йой фор1^л^^ и^^а • я^=нг Л^ л^л]?тгь: 



т. 



раскрывая |#р(Д^1Ч««!П1Я1кф»В11К4^^'^1ч:>^^^^ '»уг11^е.т»;..х) и1иш;;'^оо 

-4С« + ... + (-!)""'""'< + 






н соединяя сходственвые члены въ одннъ: 

:.:;':;г/1.',;: ьм- 

ЧТО представляетъ формулу (7). Продолжая поступать такццъ обра- 
зомъ, мы А0йд^Ш1к^^X^^>Щ^тЩУ^'-''. ^= ^-Р ■■'"' «^'^-^ н-л .>:;р71-.,:п огя 

остается показать, что ^те рабеяство.^удетъ^сохранять свой видъ^^да 
СЛЕДУЮЩЕГО значешя И. Съдтбь ц1шю перемЕнимъ здЕсь п на п — 1; 
будемъ имЕть: 



^?<.г 



1 • ^ ** 



42 



1.1^; ^^^^ I Ч\''.' .'• I.."' 



ОГ^-^ 



раскрывая каждое С^[^.^.^^у ^ «ю^ фор«5Ш^ 



<!. 



:лЬ| 



-...+(-1)—- *-'с[+'с:4- 



• . > 



+ 



« • • 



^■4(^&^'-'са&т"' 



соединяя сходственные чден11 ']№' вд1й№^1^ 1Ш%^< -х^ к;.м.л] 



Г' '/У 



(10) 



\ ..--: 






:1 + С{^'--1:к.)ЬЧ-1 -»+ЗНС|*^ 






» - .. I 



:л'У!^г^^ ал 1и\г.' 'г^П'.'/мгхогч ^:и^\п^■^^^^'^ н 



мы подучимъ: 



ЧГ'-. 






* 1 , ■ 3 < 4 ;■-■■';-•,, --- '-* ' 1 ■ ■ ' , 



что получается нзъ (8') чрезъ увел^|»9Н^^.^^^^р^^еадн|^1|^,^^^^ VI к ,л1\иь 
Итакъ формулы (5), (6), (7), (8) доказаны, а сдЪд. доказано и (4), 



I- 






3^ 



эту же форму остатка мы уже им^Ьяи въ (1) ,§ 36, ц приведи уъ, виду 
С^Эв) 1^Д^ Э^^опредШб^гся фо'рмужю )[8) того же'^,'» ееть величина 
средняя между наибольшею и наименьшею изъ величинъ (9) § 36. 
38. ПеремЪнимъ въ формуле (1Д) вчЛ&^к^А А^} цш^буд^'^шс^ь: 



(1) 



«Н-Д.=^.+^М+С?АЧ'^"- "-4-^-1^^^^ ■ 



— *э - 

ГА*:1Ц(; 1(8) того *» & будвть твдерь,. 



...•.'1,- 



/ • 



•7 ' ■' 



к=ш^т 



■2 сс;'1*А"«^д. 

Р*^. >* _^Г- (2) 



Ц с::Г 



Подожихъ теперь 






..'-: •■ ОТ: 1 ■■ ; •■ ■ I 



У.Л 



пДа? = Л; 



отсюда подучшъ 






<>. 



л 

п = 



Дг' 



I .« I : 



и это 8начен1е п внесемъ въ формулы (1) и (2). 
..Мц^цыпо^^вжм^ъ ЭТ9 ^»^ щ^Щ{^ д&д%, !^д^|и^,.дм ; 9бщаго, ч{10В11' ^ 

* ■ • * * 

сг дч= ■<— "'^-;^;;;^-"^'> 2^; ■ ' ' ^ " да 

ибо изъ него, давая к 'вЬЪ знач)^н1я огь 1 до ш — 1 , подучимъ *вс^ 
члены до остаточнаго. Сд&швъ сказанное, получить: 

Будемъ теперь подводить здЪсь А^ къ нулкц тогда, какъ легко вн- 
д4ть, будетъ . "" 



но 



(-Г» 



пред. -т-г=*-7Т-| <7) 



л «» _^ й*«, 
Да? е?д? 



'1 !• 



^ 44 =- 

т. е. производной 2;-го порядка от1|1|^^ч'^ДШ|$1Ш1&;№6о^/' №(^п]^д4м- 
Н1Ю производной им^емъ: 






'■ • ^-•'- ^■> / 



И следовательно Г^: 



: л ■■ .Л>\ 



гд% ^1 величина обращающаяся въ нуль вн^ст^ ^"^ у^^'чЛР^^^'^ 
теперь, что вообще 

(10) ^ пред. — ^ == — ^ ; 

,» ^. > Ч « I • .1 1. ' >. . ■ ">! •■ ■ 1 •■ ' ^ ' •■.'I * . . ..1 11. ,•:.. г \- 1*> .» 

тго это равенство, разъ оно справедливо для поряд1кА'^&''))118ШибФё11^^'к 
пронзводныхъ, — будетъ справедливо н для сл^дующаго порядка яхъ. 

Лзъ (10) сл4ду€^тъ^ то V ч .....=;-: - ч . ,. , 

' ' • ^* >._. — , * -■-■•■..-' 

А и и и 
11) ^ц^_ цц^ 




.'?*1« 



гдЪ в,^ обращается въ нуль виФст^ съ Дх. Беря отъ об^ихъ частей 

разность л'лйад' Ш.зй:.йя ^ б^лйл и****^' :• ■. 1 ,.... ,: ' .. л 



^. ;л . . , С» . 1- - 



-ЛгГ (ЯТТ, ..:•■: И ;;'.•; .1' ДГЛПР>1 ■^^^"уТГ- .!ду;".'1Г.0;1 -.15. -•::/]' с1^'^;ч7^ 



•^ 



г ■ . 



Ах Ах Ах ' 

..... .« . 

Аи^ 



-]-— — ; 1!Т'..»г.7с ,.: .: :. 



. ■ .•.--.■.- 



I /12) А*+Ч _ Дж 1 А^^ о-.: 

ибо 

л , .. . : 



— 4*1 -= 



^М ■■■■■! I 






,.т* УН €1>: ?; ■': ггД**» . 



«в -Р— I V- 



* ДйЙ Г ■.».':.. г МП,;: к-- ч Да? . и =гг ■.• лкпГ'Г.'»:! 1;.'. 



». >' 






Лх 



к » 



. 4'- \} /^ 



- •■ ■ >? 



дифференцируя же (9) У ра>ъ, :щ)лучъм^ 



: ■.1 



к 1 • 



* *■* • I -- л» . • 1 • ■ '■ ,' '1.1 ""■ 1 . • , \ 

'л. !.• Л 1'^~'^»\1 .'-•' *'••— •! '■•'1 «.1 .V»!) 

внеся это въ (12) буденъ имФть: 



1 ■ — 



'.? ■ -■ . 



! Д -1 .. . 

.л. и .' , • 

(13)^ 

• • ■ ** I . 



0Ж7 Л.г/: 



М11' 



или, такъ 1сакъ 



:\1 



гд4 



н^, 



■ -с •' *" — « :. • — .* . 1 •■ ■ ' ■ 1' :? • , \ - ■ л ; ■ : 



:.; с:'л1* сгк »г '/ 



^^й^ащается въ н^АЬ'Вк'Ьс^ съ /\х: 

• ^^ ........ "^• 



I .1 '-. 



;х. 



(о!:. 



Л л; 



*+1 



йх 



— I 1— ^ • 

йх ^^ 



(14> 



:?о1и^]1 Е- 10, . ^о•■:^ II'-"- ;,-';!'^ V II .п:п';;:и* .^-:!'''1 .'!.. ';••: «Ж';!.!' '::: (л(- \* 



отсюда переходя къ пределу, ^Iолучим:|^: 



*. 



л - ^;| — 



. *• 



А и 



пред 



х 






; дл:*+^.- .•-«*?*'•'•<; • 



ибо 

Ь .Т : V - 



,1 



_ О-ц:! ;,■•:;•• »:> л "Т 



пред, 



. <А\ 



их 



■•V. ^ V- • I {) 



(15> V » 
10 'лГ ^ 1^ . 



•г 



Дд:=0 



О, 



Пбг 



й^ \Ах=0 



= 







^ 4«; ^ 

на основаши того нзв^стнаго предл(мвен1я, дзн^ „есди 19>{х^а) — ^непре- 
рывная фунБЩд х^ обращается прн.всякомъ значенш^ въ нудь, ког- 

да подожикъ а=;0 , то., и ея дроизводвая. обратится въ нудь, 

ах 

4Ц|гда подожимъ а=0^, а сл'Ьдов^те^ьно тоже и производныя высшихъ 
ооряд&овъ "'). И такъ формула (10), доказана, и потому нзъ (6) подучимъ: 

гд^Ь к\=^1.2.3...к, и потону формула (1) .обратится въ такую: 

.-,.. :■■■ . '■ ^ ■. •■ ■ 

(18) ц ■^=ц,+^— +— ^+ » 4--.+^ ^-1;Г1+^«г 

■^ '' Лг^1.2 (?«' ^1.2.3 Лх^ '(»»— 1)1Лв "' 



гд% уже 






О 9) Д, = нрвд.<Г||». 



\- 



Это и есть строка Тэйдора съ остаточнымъ членомъ, котораго фор- 
му намъ остается еще найти. Внося въ (^ вместо % его значен1е, ии 
будемъ им^^ть: 



<20) 



В = пред. Г ^^- Ад^Х*— 2Ла;) . . . (Ь-т-1 Ах) ^ Щ 1 






1 • 2 • 3 ...ш ^ Ла; 



■ I М 



*) Это преддожев1е такъ доказывается. По определен!!) производной нн^е1[ъ: 

^Ф,а) У(Д?+^^^ «)-?(«>«)] ' . 

ах "" "Р"'*' л [а=о ' 

в(К|агая а == О , будет им'Ьть: 

шлял бы мало А нж было; но если какал либо величина = О , то и еа пред'Ьлъ = О ; т. е 

_ А /А=0 , Лх ' 

что и требовалось дожиахь. 



80 



\ 



— 47 — 



=11— т 



т _ к '^\ Ах- 



I \- 










ЭТО представлаетъ величину среднюю между нанбольшимъ и наимень- 

шимъ авачешемъ атношен1я ^2 въ пред'Ьдахъ^, изм^нвнхя х хе^ 

Дар 






жду X и х-^пАх — 1лЛл?==я?+А — шДд;, или почти л? + А, ибо 
тДо; безконечно-мало при безконечно-мадомъ Ах; во въ этомъ слу- 

ча4 и ^ . . ,беадонечно-|садо- отднчасугся отъ т — гг дляйъвотора- 
го промежуточнаго значенш х между пред^^ами о; и а; + А* Следователь* 

в1Мг 

но пред. -^-^= некоторой величине, заключающейся между паи- 

большимъ и наименьшимъ значешемъ производной — — въ промежут- 

йх 

к^ вмченШт^ ртъ X до ж+А. : 

Еслй • ' ^ ' есть функц1я л; непрерывная въ этихъ пред^лахъ, то 
их 

она непременно по крайней мЪр^ хотя одинъ разъ получить это зна- 
чеше въ упомянутыхъ предЪлахъ изменен1Я я; , т. е. будетъ им^ть это 
среднее между наибольпгамъ и наименьшимъ значеше для некотораго 
значешя я;, средняго между я; и а;-Ь%, которое можно такъ пред- 
ставить: я; + •* 1 гд* О < в < 1 ; т. е. въ этомъ случае будетъ 

* 1 ' * • 

• ' Ф • ... . . 

Да? ах 

и остаточный членъ формулы (15) приметъ такой видъ: 

"* 1«2«3..«111 ^{^ 

это есть остаточный членъ Тэйлорова ряда въ формЪ, данной Лагран- 
жемъ. Итакъ мы получили изъ формулы (1), подводя Дя; къ нулю 
рядъ Тейлора съ остаточнымъ членомъ Лагранжа: 






г - 3; ^ * - 



Ъ1^ и /1# . ^^^^л 7'х ^^М= ' ' 



и М1^ 



ал; 1.2 йа? 1,2.3 йл? '< ^ \ т— 1! ах т\ ах 



( 






т ,Г : 1№ 



^бли остаточный чЛенъ ^ ^|"^ ^ъ 7ведиче91шъ т стремится 

Бъ нулю, то рядъ Тэйлора можетъ брть продолженъ до безконечности 
тавимъ образомъ: 

•.1Г .;<:;/>11 >[ .Г1«::':11лг •. п:. "И •;].:!.'»:* (Я''1.-?|''(|.') умкинг.'^л .поигл?;;!'*;. «5'; «•'■•^ 

ах 1.2 с1х }>2.3 с1х т\ ах 

Бъ этомъ случа^^ отХъляя фунвщональный символъ и^ отъ опе|ЯВ1- 

т 



^_.». и^»..%;.лд •■■•-.'. ■ •■с-^ *;.^| 



(25) _ А^ ^.^ 

-:/-.•. ?1л=г|1: ,Г11 - " 1и'1:;.о;;..к.чР| и'м-.чи-.гпи; «^'^К!;;.:^:•♦кн^м{ н гкШи' а I': 

ибо разлагая в въ рядъ и уиножая >Ы '«)^ ,"|1(ё1- Ш^^^Ш^^^Щ^^^^^ 




лу (24). Сличая это съ (5) § 32. получаемъ соотнощеше меЛ;^у симвр- 
лами Е}и—: ^ " 

-{;:т:; <»г.. Щ'-\у ;\л)\{ .;;./'| .Т1гг./.. 1-?'Х Л|?1к »;'и:кх:'.[Я ом ^)\11;:\у ^\\Л\ Л1Ю 

% 39. Перемънивъ въ формулъ (23) пред. § ш на т + 1 и перенося 
зат^ыъ первый членъ второй ча,с:ги над^^во, мы получимъ, принимая 
во внимаше, что и^_^^^ — ггд.=*^^'г^, такоё^вь^рз^жеше разности перваго 

порядка чрезъ производныя: ^■' -^ 



(1) А«» = А-г^+-^^+-...+ -:-т^ + В„+., 

ах :^-2VVаЬ^ ^\ тл их 

гдЬ по (22) того же §: 
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при 0<$<1. Для ди{»нЪб1)[1аго будехъ однако удобн^^е та форма 
остаточнаго члена Тэйлорова ряда, которая выводится въ интеграль- 
номъ исчислен1и *\ именно 

А <п 

^•н-'^в ^1"^'\x-^-^-^)а^, (з) 

•'О 

когда введёкъ въ 'нее новук) переменную, положи&ъ ^ = Л^гг ; тогда! по- 
лучится такое выраженхе остаточнаго члена: 



. I . - - г»1 _•» 



Л_^.=А"+'(4т/'"+"(а;+А — Ий/?. I (4) 

9 



"^'~" 3««»1 



Прим^^д. эту формулу къ нашему ряду (1) и перем^щяя.. ЛеЦбни- 
цевскоё'обЬ8начен1е производныхъ на болЪе короткое Лагранжев^кое, 
мы будемъ им^ть такое выраженхе первой разности чрезъ производ- 
ный съ остаточныМ'ь членомъ: 

I • ■ ." . > 

/Ю^ц ^0. Для получешя выражешя второй разности '^рез:Ё;''й^()^зво;^аыя 
' возьмемъ разность отъ об^ихъ частей этого равенства; при этомъ въ 
посл^днемъ членЪ можно перем'^^нить порядо|съ д%йств1й интегрирова- 
шя и взят|я разности *"*"); мы полу|чимъ тогда; сл'бдующе^ вь|р|1жеше: 



*) См. напр. ^игт. Соога 4'Ап1^у$э. 6-фе е«^ Рапе 1890. ьГ».]пФГ- Рк 373. идж 
]рощикЪш Записки по дифференц1альному и интегральному исчислен! ю. Часть вторая 
§ 380 стр. 108. Спб. 1888. 

**) ибо вообще 



л 1^1 



\ 

* I 






'О 

Тиаюмандрицкгйу Курсъ теорш конечн. разностей. 
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Но по форяул% (5) ^п^юДкдущаго §, 11ё]^ём^&няя посл^доват^еяьно ^\ 
на и1, и^, ..*'. м^*^ и останавливая ряд-ь ^всякШ уазъ /на производной 
1П-Г0 порядка, мы получиыъ такой рядъ равенствъ: 

Йт— 2 -1 т— 2 

_ .. .. , , (*•) I 7»»— 1| ^ (я«+1) -7 



(2) 



• ' \ 



, -о., 



1^-^ ■ а .:>: .4^:, 



I ■' •' ^ . ' ; • г 



•/о 



; •.•;!•: 



..• .;• :■ .- : ■■• Л : . : -М . .'..'• :..-. 



•'о 
[Последнее изъ этихъ равенствъ легко поверяется, ибо внося Ъ подъ 



$'1 >.^ ■'■-' '/ • ■• . 1 . . .. ■ . . 

.^ («+11 ъл / (♦») \ (т) (т) ж ( 

о V \ /о 



^ 



»\ 



Помножая равенства (2) по порядку на Л, на т— ,•••"& 



1Я 



V н? сма?дтайрТОл5^йм«(^йоЙ реэуяьтатъ: 



1.2' ^ (т — 1)1' 



Ма ' — ^«; ич' ^.к^мк.^^%^лл.%^у^■1^^^'ят^аи^лт:^^^т^1»^\V^ .посте «<.«п«п1гг«' ■ 



... 1 "1 

. ' ; . - ..«.•.. . • 1 ' . ■ 1 . • . . • • • . • . . . • . ' ^ 1 



■«. 



(3) 



АЧ = ЛЧ + ««^^Ч" + • • . + н^^^^''<' + 



гд-Ь ддл краткости положено: ^ 



I . : ■■. >• /;' 



*м 



1.2 "^ 



/ 
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«**"=^-гЬ+ 



(М- 



»^^ 



во* = 






'2^ 



2^ + 2-^7-^ + ^ 



1^ 

51 



2_ ^_ 

41 '21 



•:Г 



1 Л.2 - С^ 



■I* 



л.*^' 






,<7 



(4) 



«2^1-1 ' (2^—2)1 ^ ^ (2^—3)1 2 П (2г— 4)1 3 М " * * Т'' Я ,(^^1}1 ' 



'**« ~ ^ (2?— 1)1 "^^ (21—2)1 ' 2 ! "+"^ (2^^3)1 ' 31 "^ ' ■ * "^ (тр) ' 



и т. д. 






И»— 1' '•> 



I 



т! ' (т— 1)121 ' (т— 2)131 



•«г^2 2 



2!(т-1)! ' *п1 



уМ 



Ф7НЕЦ1Я У'^.С^ег), равйо Еавъ и — г между пределами интеграла не 
мЪняютъ знада, дотому 



•/о 



т 



** "^ ы ^"*-ь» 



»й^+Л 



(гд4 О < в < 1 и О < в, < 1) ; но 






1 « 



т 1 



(2^!, 



тГ (»»Ч-1)1 ' 



1 _ 



(6) 



(7) 



« 

какъ нетрудно вид'Ьть; потону остаточный члеиъ формулы (3) оконг 
чательяо пршке1!ъ Факой видъ: 
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(8) 



,т+11 (яв-1) ' \ 1^ * ((«+101 \ ' . • ;. 



I 



.1 

Что же касается коэффищентовъ а2 з » «2,4 > «2,5 • • • %^ • • ^;;^^» ^1вх.ъ видно 



т 



' 3 4 5 гг» 

; изъ (4), это суть коэффищенты соотв-Ьтственно при ^8? ,д[ ,й? ,.•./",... 



*; въ разложен1и по степенямъ ^? такой функж!^ ; 



; • ■. 



к - 

1 > 



;(9) 



« л 



Ле-1Г'. 




Д 1. Возьмек'ь теперь разность отъ об&1хъ^ частей равенства (^) прод^-§; 
тогди^ пойучимъ: * -:-) .^ .V \-) 



:*1-Л< ■ 



(1) 






г. 



поиножая теперь равенства (2Хпред. §, начиная со второго по по- 



радку^на;- 



■ — .' ■ I 



•»л 






■а. 



(2) * > «2.3^ >---»Й.«-.1*'" » ^2,т'*"*» , 

и складывая съ (1) настоящаго §, мы подучииъ 'такой 1№зу!^ьта'М:' ' ' 

Л 8 ,8 /« 1 ,4 (ГУ) л'Л^^-^о» М^Г I 



"^ I . 



(3) Л/ 

р -• • • - '- ; 

I . • . < • < ■ -. -. ■ -» 



^^ ' 

т 



(т+1) I ^ д2 






(4) 



< ■: 



И 



л 



гд*]^ положено: 1^ 

«3,4 9 1 "•" ^2,3 » ^3,5 41' О ! "^ ^2,4 > , ' * • 



г.. .^^*^-> 



г -., 



м 



а 



''«''^ "" (т 



2.8 



. •. I ' \ 



« 



2,4 



—2)1 "^ (т— 3)1 "^ (т— 4)1 ■Т'-'Г«2,т-1 т 



•■\^ - - 



I' 



т—\ т—2 ^ 2 



— «3 — 

:: 1^тл^1(11^Евщяктож1^'ще пЬвяетъ своего завШ между !(1рёд!й1Ёам&1Ё№е- 
граяа; а^ипотому осг^трчноху члену . формулгы (3)'-%того $• можно дать 
такой видъ: ;/:/,.: :, .•■;:; . ^ . 1лм.; .:• ..н .»!.,: •1\:.-:.:г (ц ..::.■ ^..^1 

, I 

; > 

(ибо ^1^_1(1)1=*»%,я^1 » как^ то видно жзъ.(б) и ^(4). . 

Коэффиц1ёнтн^аз,4 ) ^8,5 '- ' * ^8,т • - • ^У^^ коэффищенты при степеняхъ 



л ^0 ,...;егТ..въ разложеши фунвщи 



• . •; . \/ 



м • 



.2 л л..., ,4 /Ж -ч8 



Н^ 



^ 42. Эти результаты, дегко^ обобщить и написать, предполагая к<т), 

такую формулу: 

... ■,.■.•■■ • • '■ 

■ ■ ■! I К .' ..1 "ч » ' '• ■• I- ; • 

+ 



ф ' 



"■•/0,4 . -. ; • .. ..I. .'.,-;. ■ ..-.•. 



.т 



гд'Ь положено: 

_ 1 , ; . - . : , — . . • • 



Л) 



■г 



1 , <**-!,<; I 

^Л-2 ~ 3 1 "*" 21 ' ^»-1,»+1 ' 

■ • - л. 



... * » I 



а • — ■ \ ^ I ***-!■* [ "*-М+1 I 4-й. 



(2) 






1 * 1Н— (•4~2 т~*-|-1 

т— * 2 

+ ^*-1>4-1 /^_^\1 "Г • • • Ч" «*-1,т-1 ^ + %-1.т • ^ * 



(3) 



— м — 



. Э?:а фуиБЦ1а' тоже ве иЬвяетъ вюк» ; меавку пред^июни: ннтегрм&, а 
потопу (1^ц^щ въ заду, г^то ^^гк^2Л^-Н'^^^^'^'^^'^1^' остмючному члвщ 
формулы (1) можно дать окончательно такую форму: 



ш 



1"Н-1/я ('"+1) Г А (•»+!) I I Ь 



! ; ■ . ; , { : . 



■ > 



Коэффицхенты а^^^^_^^ , а*;ь+2 » • • • %.т • • • ^У'^'ь коэффищенты соотв4т- 



т 



С(Твенно при ^8?^ ,;е?^ ^•.-х? ,,..-вф-раздожеши функщн 



(б) 



<е':-« Л)*"?(в' -г1 1):.^-(* -^ 1>* • - • '■ • 



I. • I 

1 ' 



!■ ■ ■ 



'.',',' 1.» 



'/з 



верность формулъ (1) и (4) докажется легко по способу заключен1я 
отъ к.къ % -|- 1 , тао мы цредоставляемъ читателю выполнить самому. 

1, 43. Такъ какъ коэффицхенты формулы (1) пред. § су т^ коэффищенты 

при сггененях^ вф (>а8ложент функции (е — 1) , то о^д4ляя опера- 
1^10нные символы отъ функц10нальныхъ и означая чрезъ '[ф{^г)]щ часть 

разложен1я функц1и ^(0) въ рядъ по степенямъ. ^^ , оканчивающуюся 
членонъ со степенью т отъ Л > мы можемъ упомянутую формулу короче 
такъ представить: 



.' , . I 



(1) 



А 



Ч=1(е*'-1)Хи 



+ 2?; 



к.т-^'! > 



гд4 ПО формул* (4) пред. § 



, .V. 



' I 



(2)! 






По раскрыт1И перваго члена второй части формулы (1), какъ будто 

3- было бы количество, останется только принять произведенхе — ^к, 

ах с1х 

г. . .. ■ 

за — т"^^!^» чтобы подучить точную формулу (1) § 42. 

с1х •...■•.-'■■ 
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* 44. Но нетрудно подучить и форм^^лы* для неносредственнаго вн- 
чк^енш' каждаго коэффищента формулы (1) § 42. Эти коэффищенты 
нс^^внсдтъ отъ частнаго вида функщи и^, а потону ми можемъ 



■ Л 

принять: 

4 1 



\1 



«. = /, (1) ' 



»> 



Х'дЪ р означаетъ ц'Ьдое положительное число не большее т. Тогда 
остаточный членъ^ а также вс^ т^^ К9'^ррые б^гдутъ .содержать произ- 
водный ' порядка выше р^ . тож^ обратятся въ нуль, для вся- 
ваго значешя х ; члены же, содержап];1е производный нисшаго по- 
рядка ч^мъ ^0, какъ содержат;! е множителемъ различныя степени л;, 
абра1^ся ВЪ- нуль; когда положцмъ х = О > и. мы тогда получимъ и1зъ 
(1) § 42 такое равенство: 

■ ' ■ дV«=й^!й^.V••' ••■ ■ ■ • • (2) 



откуда найденъ: 



А^, 



'**^~ р\ 



)» 



I 
I 



■ Внйся это ВЪ у1комянутую сейчас* формулу (1) § 42, мы полу^мъ 
следующее выраженхе разности А;-го порядка любой функц1И и^: 






^Р=Н-1 



.;• ;ь 



I < 
1> 



н^ 



^■■. • л.- 



гд% -«^„,.1 опредъляется формулою (2) пред. §. 

ъ 45. Переходимъ ф^перь къ обр^^нр^Ь задач^: . къ выражешю Ц{>риз^ 
водной А;-го порядка черезъ разности. 

Вводя въ формулу (1) § 42 о|(]|о.значете остаточнаго члена чрезъ В]^,^^^ , 

(причемъ подъ этимъ знакомъ можемъ разуметь и окончательное вы- 
режете остаточнаго члена, даваемое формулою (2) § 43), мы получимъ 
нзъ нея, м-Ьняя последовательно к на А + 1, й + 2, ..;т', такой ряДъ 
равенствъ: 
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!:• I 



■'Г 



'.'I 
I, 



» < 



(1) 



I I • 









*-ь^/*+« 



«< 



а; 



+ « 



*+1.^+2 



*+2,.(*+?) 



п и^ -1- . . . + а 



"•::(■•) 







• < > ■ : м 






*+2 (*4-2) 



1К (т) 



1^- 



■Н-1 
1,т- 



А'"«Г'+..- + а»+2>"«Г+А+2. 



т 



А-,«.= 



л»..и 



м 



■X 



и 



*; :; 



м >: 



*..**» +-?«иИ-1 



• ! « 1 • I • 



ПЬмнбжая эти равенства по порядку на неопределённые сперва мно- 
жители 1 ,' Ь;^^_|_1 , Ь^^:-\.2 1 - " \т 1 ^^ сЛожетй получимъ: ."* 



^(*+2) 



когда опред^лимь эти множители такъ, чтобы производныя м^*"^^^ , 
,...м^'"^ исчезли изъ втрро^ ^асти, сл4д. положивъ: б^ 

г\»Р "'■" V--- . С"^ ■ :. ■ ■ • А 



+^*^^1=0 



*,*+! I ''М-р! 



а 



ГГ^*4-1.*+2^*.*+1 ' ^*.*+2 — ^ 



*,Я-2 « *•*+! 



(3) ^ ^*,*4^ I %+1,*4^Ь*,*+1 1~^*4-2,*+А,*+2"« ^^*ДЧ^ — ^ 



(^*<#^У--> 



«*^"^«]Н-Г,тЬ|^^Ц-1+^*+2,1иЧ*+2+^*Ч^,||<Ь*^4^+ • • • Н"?1И-1.иЬ»^-1+Ь|,|1|Р= ^ 



и сд^лаемъ: 



ЧО *• 46. Изъ уравнешй (3) коэффищенты Ъ^^^ легко определяются по коэф- 
фищентамъ а^^ ; но нетрудно получить формулы для непосредстветнаго 
опред^летя этихъ коэффищёнтовъ. Такъ какъ они нёзависктъ отъ 
частйаго 'виДа фуйкцш «« V 1*0 м^ можемъ положить :'*^ 



1 1 ■ 



(1) ■ 



•■ .1 I 



.\ -1 



м 



I • • .•-.'. 



—'^Р\^) 



{ ; ) 



• : 1.1 



% = Х 



■II'. ■;'■•■]:! 



' ■ ( 



ТА^'Р не больше т: 






■11" •■ 
• I • > . 



(2) 



р^т. 
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Такъ какъ факторхэль (1) ц'Ьлая функщя х степени ^^ т<^. ег^о цро^ 
язводныя порядка высшаго р тождественно равны нулю; на этоиъ ос- 
яоваши и остатокъ ряда (2).рред. § $|^т+1' ^^^'^ содержащ1Й прсщЗг 
Бодныя порядка т-^-!^ будетъ тождественно равенъ нулю; равнымъ 
юбразонъ будутъ нулями и вс^Ь разности порядка высшаго р ; чжблш 
же формулы (2) пред. §, содержащхе разности порядковъ ниже р, об- 
ратятся въ нуль, когда положн11?Ь'Ж*з:0, ибо вс4 будутъ содержать * 
иножителемъ; сл4д. въ этомъ случа-Ь уравненхе (2) пред. § обратится 
въ такое (вводя опять Лейбницевское обозначеше прби^'ОДноб): * 

й*-^^ = Ь,.,.р1Л'*Х (3) 






откуда 5наЙДвМЪ:-. -■■*-'.^ • '•! - '• . I- ' .:-:1"'"> г;.! ..:-:.-:^- :'^'- •'! 

*•" ~ р! А"-* ■ ЙО* ■ ^^ 

Внося это въ формулу (2) пред. §■, хн волуадя»; • * ■ ? ''=1 . 

..... : 41. :;-: • • • ' ;. *■■■• • .. •- ■' ••- ••■'•[•'■■ ■■• - - ■■-■ ■''•' 

#^»47. Можно получить и символическую формулу для выражешя про- 
I нзводной Х;-го порядка черезъ разности; для этого стоить въ формуле 
(2) § 45 положить .у 









тогда-, цм4я -ВЪ видУу •■«о'-^"'' ••' " '■•.•-.-'• • '^ 



йх'^ 



= а'{\щаТ, и А Ч = «>-!)', (2) 



)[н получинъ по разд&хенш всего "на сГ'. 



Л\1о§а)*=(а*--1)Чь...+х(а -!)*+'+ • • • + М« -!)'"+«"* »*.-+! ; (3) 



о гд* г— введено вместо , ь 

ЙО ож 



я?=0 
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ийлагая зд^ь 

(4) а*— 1=^а, 

ФжФд. 

(5) А \о%а — 1св( 1 + а) 
мы будемъ ии^ть:,, 



:*,' .V 



• ш • 



(6) .^^108(1-|-а)]*=«*+Ь»^+,«*+^ + . . . + й*Х+(1+«Г%.н-1 , 

откуда видно, что коэффищенты Ь^^_^_^ . . . Ъ^„^ суть не что иное какъ 
коэффищенты при степеняхъ а*+\...а*^ въ разложеши функщи. .1 ^ 

(7) /[1о§(1 +«)]*. 

Означая сумму т -4- 1 первыхъ членовъ этого разложен1Я согласно при-^ 
нятому въ § 43 обозначен^ чрезъ . 






(8) #* [(108(1 +«))*]*, 

МЫ можемъ, переменяя а на Д, формулу (2) § 45 символичесЕИ тавъ 
представить: ~, ы 

ах </. ^ 

гд4 ?^*,я»+1> ^*^^ ^ ®^ формул* (5) пред. §, им4етъ значеше, опре- 
деляемое по формул* (4) § 45. Остаточные чле9Ы,:9адм1 яохучеввые, 
Еонечно, еще очень сложны, чтобы можно было принять нхъ форму за 
окончательную; но мы на нхъ упрощен1яхъ не будемъ останавливаться. 

9 

» 'I , • 

' . . ■ 

I 

/Да К-!*.- ^^♦г г> уГ-^,. .♦./ *. ., ■ .:;..■ -.:.■.• -^ 






».•■.. 






• I . ■ ■ . . * 

1 ■ • . ,• . I ■ ■ . 

,....■ *! ■• ■1<. м"."-: : •' .', ".• ■...•■■ *.1^'.' •! . .'!'■' I • 

• ' ■ ; . ■ • • ■ . I ■ . . • • - . ' ■ 1 ■ ' ■ . » ■ : 1 ■■ ' . \ ■< •. ; 1 ( 

>1 . . . р. . • . . . > ■ • . . .' . ■ ' . . I 



ГЛАВА III. 



'. '; V • . ■ . . ;'■'■ ^.^ ■ ■ • . У 1 '' ' • . .• I •. / 1.1 ■• 



I • I 



Г 



; I ■ 



т 



ШгврпбШрбщШ: Фр|)мулй Щртоцв^' Д^^'^а.ща!^ 
интврполир6ван1ё по способу наимёньшихъ квад- 

ратовъ; Формула Чебышева. 



^ 48. Въ предыдущихъ главахъ мы научились находить разности дан- 
ныхг функк^Й' й и^ся^хо^н 1соотнЬ^11е^[1я Между пос;^%дов^тел ьнУ ми 
знменЫмИГ ' функций н е^ разностей; й т&к^ё мё^ду рйзйосУ^мифу^к- 
щи й ёя прои!)б0дным1Г; теперь переходив кътй'к6й'вйда^%:дам^]рлд^ 
значены нёзс1вйсимой перемпной х й^рядъ бдЬ1Пв^тЬшвенны^1}ъ знакенш Н1Ь' 
коЫорой еЛ ^нкиш; вычислим по Ьтйш даннымъ значёШ %юй функ- 
цги для мькотораго другаю значенШ 1г , ()тличн(^го (^Ш тк>л;;г1' 01?ысбаше 
такого значев1я фупкщи называется интерполировангемь^ когда это по- 
следнее значевхе х, аЫ котораго йще^рся зйачёц№ функщи, есть про* 
межуточное между которыми нибудь двумя членами даннаго ряда зна- 
чеЕ1& X ^ ж мта$н1М^ «овеЬмъ вн^этикъзна- 

чен1Й; хы; 8а]к|е11ся вдЪсь Фолько интерполироватемъ; Но кЬгда.мыбу- 
дем'ь уиФть выч^иедяхь зна.чен^е фуцкД1и дл^|[ каждаго зеаченхягпг, ле- 
91ащ№91 нежду : данными вредйхами, !»( мы ]5удемъ званы : фуакцоэ вру>- 
1^рЕ •9т«хъ иредЪлокь; истому ^Задача инп&рполировани^моокетъ быть 
такъ формулирована: па данному^ рнду ^мчеигйсси даитмц ряду' МШ'^ 
вптитвтныхь ткк'ший €1;^о фунт^ш щ^ ^, ^н^ сам^фунтио^г 

цЯ ^ 4^. Шрм^)^^д^ 'воё1^(>' ъ^^ задачи •11н1^ё1Шоли^61вашя: по Д1%н- 

у нымъ значешямъ независимой переменной х: 11 :^г !; 



• . > • 



х^, х^у^^^'-Щ .т.. '•;..' •.;::• • :..1я(1) 






9 еоотв^т.сх^ннымъ значан1Ш|ъ е^ неиз#ес;гро9 фунщ(ц 

щ, щ, и^...и„ {*) (2) 



найти саму функц1ю — есть задача веопредйленная: это ставетъ совер- 
шенно ясно, если взглянемъ на иату задачу геометрически. Геометри- 
чески, разсматривал значещя (1) х какъ абсциссы точекъ, а соотв^т- 
ственныя значешя функцш к^ (2) какъ ихъ ординаты, нашу задачу можно 
такъ выразить: провести кривую чрезъ п данныхъ точекъ: 



(3) 



(х,,и,) {х,^и.^ {х^,н^)...{х,,и„)\ 



но очевидно, что чрезъ и точекъ можво провести безчислепное множе- 
ство Еривыхъ, самыхъ разнообразныхъ. Задача наша станетъ совер- 
шенно опред'Ьленною, если мы зададимъ себЬ родъ привой. Если кри- 
вая задана уравнен1емъ, содев№ащикъ,п неопред'Ьленныхъ коэффиц!- 
еНТовъ, то, подставлял вместо щ и^м^'въ ея уравнен1е 



1Л10ПЦ9ТНН 



(4) 



■7^(«*,Л1)=*0 



В^о^ват!^ данныхъ., точ^в^ |(3), мы иолучимъ столько уравиен1Й, 
сколько не,изв4стныхъ коэффищентовъ; р'Ьшая эти уравнешя по этимъ 
коэффиц!ентамт1 и внося !10лучен[шя значешя ихъ въ (4), будемъ им'Ьть 
совершенно определенную кривую требуемаго рода, проходящую чрезъ 
данцыя точки. Чаще всего разсиатриваются кривыя параболичесюя, 
сюпцЙ видъ уравнешя которыхъ есть: 



«;„ 



и^~а-\-Ьх^сх--\-...-\-дх°\ 



тогда интерполирование подучастъ няяван1е пара5олическаю итперполи- 
}Юватя. Инь им только и будемъ заниматься: искомую функцш ни 
будеиъ представлять себ* въ форм* полинома известной степени, на- 
нередъ заданной, или определяемой изъ самихъ вычислен1Й согласно 
услов1ю, чтобы этотъ полиномъ наиближе подходилъ къ неизвестной: 
функц1И. Аналитически выраясаясь, въ параболическомъ иитерполиро- 
ваши ищется пе сама функц1Я, но известноет опред^енаое напередъ 
или н'Ьть, число членовъ ея разложенхя иъ рядъ цо степенямъ неза- 
висимой перем-Ьяой, 
/) 50. Бъ простейшемъ случае, когда степень полинома оа единицу 
*1|вньше числа членовъ даннаго ряда вначен1Й независимой переменной, 
а этотъ рядъ, иром4 того, представляетъ ариеметическую нрогресс1ю, 
задача параболическаго интернолировашя решается съ помощш фор- 
мулы Ньютона, которая легко выводится изъ формулы (7) § 31, именно: 



1) > 



,.-.., +с; д «.+ с^дЧ+---+с;аЧ +;.■■+ О," д"» 
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По^пи!яя въ этой формул'к 



х-\-пк=Х, <2) 



• 1 ■ ■ • ■ 



отжуда И1Аеяъ: 



< I ■ 



,' • • 



« = — 1 (3) 



и ВНОСЯ 8Т0 въ (1), подучимъ, такъ какъ 



• »*■ 1- 1 ; • ■ 1 • т • 

,• • » I. 1 . . ■ ■ ■ : 



1.2.3... я» 



обратится въ 



(Х—х)(Х—х — к)(Х—х — 2П)...(Х — х — т—1Н) 

: • •■■. :. ; ' — ; — гт— г г-~^- .:, ""•' '' — ' ■■•■:»■ I ■ ■ — ;■■ 

1 . 2 . о . . . ^ . А 

— следующую' формулу: . 



, (Х—х)(,Х-х—Н){Х—х-^2Н),..(Х—я)г-т^Ш А «V • - 

— I : : ; . --4- - 



(Х—хХХ—х^Н)(Х—хг-2Ь)...{Х—х—п—1Н) Д"«, 

^В*Н* I ' ' • ^ _ 1 -■■,,- 

• • • I , • «1 • 



(4) 



1 ' ' ' 

* I • ь 



Въ послЪднёмъ член% мы сделали подстановку (3) лишь въ числи- 
теле. Эха формула, к&къ видимъ, иредетавляетъ разлоасенхефунвфи и^ 

во фаАторЕ^и^дмъ ^X — ар)^'"'*^ , [ш *= ,1 , 2 , 3 . ^ . п], и бЬли, отр-Ьшившись 
отъ (2), станемъ X считать за перем-Ьиное, представить полиномъ: сте- 
пени п относителЦо :^. Д|я сформироваа1Я входящихъ въ эту^фор- 
мулу разностей мьг дол^кны знать для значен1Й х: 

■ • ' л;, ж + Л* дг+г2Л, л;Ч^ЗА^...^'**Н-пЛ'> ' ' "(^У 

4Ь'с^6йъ 'п ^ г , соо№Ьтственныя значёН1Я функцш и^. 



— 62 ~ 

легко пров']^рить, Ч1Ю, полагая X равнымъ одноног идъ членовъ ряда 
(5), мы получимъ соотв-Ьтственный членъ ряда (6) для значенхя поли- 
нома (4), и, стало быть, этотъ . йоли&омъ представляетъ функщю, при- 
нимающую данныя значен1я для данныхъ значенШ х, и потому р'Ьша- 
етъ задачу параболическаго интерполировашя въ разскагсриваемрш 
случа*]^ равныхъ промежутковъ между значен1ями х. 
Въ самомъ ;(ЬжЬ, полагая въ (4), 

(7) Х==х + тН, 



г • 



■ !• . I 



мы увидимъ, что всЬ члены, сл]^дующ1е за т-ымъ^ обратятся въ нуль, 
а коэффищенты остальцыхъ по сокращейш на к , такъ какъ изъ (7) 
слЪдуетъ 

X — X 



превратятся соответственно ВФ ^»^»-,-*СС» ^ ^^^ получимъ: 



•п А 2 



5Г 



Ба<ъ то сл^дуетъ и изъ (1), прла4?ая п=^«п; е^^д. нашъ полиномъ 
действительно приметъ эначе(ше г^^^ф^^для Х = д; + тЛ. Итакъ онъ 

удовлетворяетъ всЪмъ требуемымъ условхямъ. — Формула (4) и есть 
, формула Ньютона АЛЯ интерпЪлировайя. ' 

61. Для нахождешя значенхя функдш г*^ .когда Х = х^, гдЬ x^ зна- 

че1к1е, лежащее между которыми нибудь членами ряда (5) пред. §, 
стоитъ только в* формул* (4) подставить а?о ^^сто X и про^извести 
указанныя Д-Ьйствхя. Для удобства , вычислен1Й эту формулу представ- 
ляютъ такъ: 






0)..; 












и-начинаютъ вычисл^нхе съ внутреннихъ скобокъ, т. е. вычисляютъ 

(X — X — П — 1А\ .п . п-1 
^ — I л «1-, придаютъ къ Д и^ помножаютъ 

(X — X — п — 2А\ . . п-2 
72 I , придаютъ прои^веденю къ Д «<„ , по- 
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(X. X » ЗЙ! А л— 8 
— — — ' — 1,придаютъ къД «1^, и т. д.; 

•тг ■ ,'у 

лаконецъ последнюю полученную сумиу^ помножаютъ на — г — и при- 

даккгъ къ и^ . Пояснянъ это на нримЪрЪ, взятомъ изъ „Вгйп(т, 1^Ьг- 

ЬисЬ йег ЗрЬапзвЬеп Аа^гонотхе* Вег1т 1862. 8. 23. Пусть требуется 
найти гел10центричес]&ую долготу Меркурхя въ среднхй полдень 5-го: 
Лнваря 1850, г. для Берлинскаго иерид1ана. !Цъ Берлинсковгь календаре 
значутся для этого гёда сл^дуюпця долготы, при Еоторпхъ Ш1 помЪ- 
щаемъ и ихъ разности до пятой включительно, — каждую противъ проме- 
жутка между т4ми, йзъ кбторыхъ эта разность получается, согласно 
установившемуся у йетрбнемовъ обычаю:' 



% Аи^ 'А\ А\ А\ А\ 

Янв. О 303^25' 1^5: . 

■ +6Ч1'50',0 
2 310® 6'5Г,5 • +18'48%0 

7® 0'38^0 4-2'44^4 

4 317» Г29',5 21'32^4 +10',1 

. 7»22'16^4 2'54',5 — 5^4 

6 324®29'39^9 . 24'26*,9 4',7 

7046'37^3 . 2'59^2 

8 332Ч6'17^2 27'26^1 

. 8<>14' 3\4 
10 340<>30'20^6 



Зд-Ьсь А = 2, ж = 6, X — х — Ъ; сл-Ьд. 



Х—х 5 . ^ Х—Л^Ъ 3 ^ ^^ Х—х—2Ь 1 ^ ,^^ 



. 4Л 8 . 5А . . . 



Потому будемъ им4ть: 



. ^#" • ■ ■ • • • . . ■ : '1 , • ■ ;, 

■.*.'. I ;■ ■■• . ■ . ■ ■■ . . : ■ :•!. . ■ . .....'■ ; • 



,. ..I. : ;> 



■ . 1 



— №* — 

помножа^мъ 1^а X ^г; = X — 0,3 

^ \ ■ 1 . . 



■.\ :' 



! г ■ 



поадожаемъ на , . ; .Х- . • .■■^;,. .; - ;=== X; ^-. .> ОЛМ '^•■'^~^'<- '^г/'дпг' 

полу^аемъ , тг-.. 1^47 .. , ч» • 

придаемъ: 7|7А%=т''пЬа;44г149 / к- г 



; • . • ' 



■^П'» 



\ / 



+ 2'42',93 
,Х ^^=^|рД = X О Д666 . . . = -1* 



« - . -к ^ 



, -+ А\ = + 18'48',00. I --. :! 



" .;. 



■ 1 » 



\> 



. '^ ■■ ■■ . ■... :. • 4^ Г9'1'5М6 •....■•■ . . 

X — ж — & _■■' -5 = - 



I . I 



-.■•■1 • Г. ;.- 2Й 



+ 14'26',37" 






а; 



+ 6056'16^37 

X — г 1 

,><.^ = :К 2,5 = 2- _. 






+ 17»20'40*,93 



г^ 



искомая долгота ^^' = + ^20Ч5'42^43. 

Если бы пренебрегли пятою разностью, то вм-Ьсто 42'',43 подучили бы 
42'',50,-^ больше ^й^' 0,0^ ; "'1*а1^11^що(!гр4ш2остью-«ъ 'раз^матриваемомъ 
случа'б можно пренебре^^, а потону въ практическомъ смысл'Ь правиль- 
нее было бы начать вычислеше съ четвертой разности. 

52. Въ формулу Ньютона входятъ разности^, о(гносящ1яеА къ аргу- 
менту X , для вычислен1Я которыхъ необходимо знать и^ , и^^^ , е^д^гд ? 
• • ' ^ач-лл ' ^^^'^^ предпочитаютъ пользоваться разностями, выведенными 
изъ значен1Й фунвщй, отв^чающихъ т^мъ значенхямъ х , относительно 
которыхъ, то, для котораго значеше и^ ищется, лежитъ почти посере- 
дине. Такъ напр. для п==7, если то значеше х^ для котораго надобно 
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проинтерполировать, находится между х и х-\-}ь, можно воспользовать- 
ся значешями отъ и^^^ до и^^ ; таблица значешй и^ и разностей его 
будетъ такая: 



Аг*^^2А ^\^гн 

г*^_л А^«^.2/. АЧ-з/* 

А«^^_Л АЧ-2Л АЧ-8А 



«. АЧ-Л АЧ-2А АЧ-ЗЛ. 



(1) 



Аи^ АЧ-л АЧ-2А 

«*х+л А^г*^ АЧ-л 

Аи^ ЛЧ 

«*я4-2Л А и^^ 



Аи^он 



^яН-ЗА 



Изъ формулы Ньютона можно вывести д,вЬ формулы, которыя будутъ 
содержать разности этой таблицы, прилежащхя либо къ горизонтальной 
черт*, проведенной въ этой таблиц-Ь между и^ и А^^ либо къ гори- 
зонтальной черт*, проведенной между и^ и А%^н • Д^^^ полученхя пер- 
вой изъ этихъ формулъ, надобно ввести въ формулу (1) § 50 вместо 
Аи^^ АЧ» АЧ ^ ''^- Л' ^^"ь выражен1я чрезъ всЬ разности до при- 
легающихъ къ черт*, проведенной между и^т Аи^^ именно сл'Ьдуюш;{я: 



А\ = А\_1, + АЧ-А ; 
АЧ = АЧ-А + АЧ-2А + АЧ-2А ; 
АЧ= АЧ-2А+ 2 АЧ-2Л+ АЧ-ЗА+ АЧ-зА ; *) 
АЧ = АЧ-2А+2АЧ-.8/. + ЗАЧ-8А+ АЧ-4А+ А\^,, ; **; 

и т. д. 



*) ибо ДХ>2А= АЧ-ЗА+ АЧ-ЗА » 

**) ибо кром'Ь нредыдущаго: 

АЧ-2А= АЧ-ЗА+ АЧ-8Л= АЧ-8Л+ А'«д:_4А+ АЧ-4А ! 

такъ какъ Д^м^ ^^ = АЧ-4А + А\-4н . 

Тиосомандргщкгй, Курсъ теор1и конечн. разностей. 



Подставляя это в-ь формулу (1) § 50, полтчимъ для коэффищента 
при Д ^,_,, : 



для коэффиц1ента при Д^м^,_д : 



(•2 4" (--3 — ^3 — 



(« + 1МП-1) . 



гл}1 коэффиЦ1ента при Д*м^_„,, ; 



„. , ^ „■+! Г|.+ 1|>|(я — 1)(я — 2), 
С,+С,-С, ~ 1.2.3.4 



хлп коэффиЦ1еята при Д^Нд_2* : 

' Для коэффищента при Д*к5._зд : 

^ ^! ^ ('я + 2)(я + '>»('' — 1)(»— ЗХ"— 3) . 
• 1.2.3.4.0.6 ' 

.У1я коэффищента при Д'к^^з/, также точно пайдемъ: 



^. ^, _ Г>1 + 2>(в+1)»1(я— 11(4— 2) . 
1.2.3.4.5 



(»4-3)(» + 2)(я+1Ь(я — 1)(ц — 2)(11 — 3) 
1.2.3.4.5.6.7 



Законъ коэффищентовъ уже ясенъ, и наша формула (1) § 50 обра- 
тится иъ такую; 
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п(и — 1) 



(п-|-1)м(« — 1) 



А| , д I П(П 1» д „ . \П-[-1)П(Г. */ д , , 

«»+«»^+»*Д««+ ГПГ ^^«-*+ 1.2.3 ^ "*-* "^ 
, (»+!>(«— 1)(п-2) , (и+2)(н+1)п(н-1)(п— 2) д , , 
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1.2.3,4.5 



■ (п+2)(и-|-1)»(я— 1)(п— 2)(и— 3) , 

"^ 1.2.3.4.5.6 ^«»-8*-|- 

■ (п+3)(п+2)(п+1)п(«-1)(п-2)(н-3) , , 

"*" 1.2.3.4.5.6.7 ^«х-зА-Г 



(2) 



и т. %. 



Подставляя сща — г — вм4ето и, будемъ им']^ть» искомую формулу: 



«х=«,+ -р-г А«х-1 , о 1.2 АЧ-* + 



1.Л 



1.2. 



"•" 1.2.3.Й» А «,_*-*- 

, (Х—х-{-ЩХ—х){ Х—х-ШХ—х—2}1) ^ , 

"^ 1.2.3. 4. Л* ^«»-2А-1- 

, (X— а;+2^)(Х— ж+А)(Х— а:) (Х — ж— й)(Х— ж— 2^) 5 , 



(' 1.2. 3.4. 5. А* 



(3) 



и т. д. 

которая вычисляется на практик']^ въ тохъ же порядке, вакъ и Нью- 
тонова формула. 

Отсюда легко получить и ту, въ которую входятъ разности, приле- 
гающая къ черт4, проведенной между м, и Дм^_^. Для этого стоить 

только зан']Ьтить, что 



Дм. = Ам,_л + /^\-н ; 
А\.„ = АЧ-2* + АЧ-2Л ; 
АЧ-2* = АЧ-8* + АЧ-зА ; 



и т. д. 



Когда йзъ этихъ формулъ внесемъ въ (2), то увидимъ, авр иоэффи- 
Ц1енты разностей нечетнаго порядка останутся Т'Ьже; къ каждому же 
коэффициенту разности четнаго порлдка прибавится предшествующ1й 
ему коэффищептъ, и какъ 

то формула (2) иерейдетъ въ такую: 



(4) 









1.2^^^ 



+ 1.2.3.4.>» ДЧл+ 



1 . 2 . 3 .^" 

(»+2)(»+ 1)я(и— 1)(и— 3) , 
1 . 2 .3.4.о^^^' 



, ()|+3)(.|+2)(я+ 1)я(»- 1)(..-2) 



1.2.3.4. 5. ( 



1 (»+3)(«+2)(»+1)п{«— 1)(я— 2)(»--3) , 

"^ 1. 2. 3.4. 5. 6. 7. ^»' '^ о—а^ 






, (X— »+Ы(Х— а^)(Х— I— Ь) , , 



, (Х—х+2Н](Х—х+к)(Х— а :)(Х-х—11) ^, , 

"Г 1 9 Ч л Л1 " "1-5Л"Г 




1 



*)(-•?- 



-А'«.-7 



Заы-Ьтимъ, что часто на практик-Ь для увеличешя точности, въ по- 
сл'Ьднемъ член'Ь формулъ (3) и {5) вместо показанной нами разности 
берутъ среднюю ариеметическую изъ обоихъ звачешй этой разности, 
прилегающихъ съ об4ихъ стороаъ къ упомянутой выше чертЬ. 




С"^(_ 53. Возьйбмъ длл поясиеи1я формулы (3) преА"§ тотъ же примерь 
§51. Теперь х будетъ^^, аХ^5; следовательно 



X— г- 


-Д 


' 2.4 




X— I- 


■2» 



Х—х+Ь ] 



(1) 



но сд^лаЕному выше (§ 48) заы^чашго мы ограничиваемся четвертыки 
])азностаии, но береыъ ихъ полусумму: 



Д*",_и + Д'и,-, 



'-Т,4; 



(2) 



иоиножаемъ на 

иолучаемъ: 
иридаемъ: 
получаенъ: 
по]СВо»вемъ на 

иолучаемъ: 
иридаемъ: 






хз'а'к.:; 



— 2',8 



+ 2'оГ,7 



+ 1'25",9 
+ АЧ_1 = + 21'32",4 



+ 22'б 



искомая долгота 



— 5'44',6 

+Д1', — + '''22'10',4 

+ 7»16'25',8 

+ м^ = + 317" 7'29',5 

= + 320»46'42',4. 



Если желаемъ в^лчислить туже долготу по формуле (5) предыдуп|а- 
§, мы положимъ з;=6, а Х^5; тогда будетъ: 



Л 




понножаемъ на 

получаемъ: 

придаемъ; 

получаемъ: 

поиножаеиъ на 

получаемъ: 
придаемъ: 



+ 2',8 

ДЧ-!1 = + 2'54',5 

+ 2'67',3 

Х — х — Л , 

^1 = ^^''> 



— :'28',б 
= + г4'2(;',9 



+ 22'68',3 



, X — х-\-1г 



■ + 0,25 




+ Д»,-, 



+ 5'44",6 
-7"22'10',4 



+ 7"27'55',0 



— 3"43'57",5 
!, = + 324"29'39',9 



= + 320Ч5'42^4. 

Лрмллчаше. При вычислен!» по форнуламъ (3) и (5) предыдущаго § 
иожно не обращать вн1111ав1я на знаки, а поправлнтъ каждую разностЕ, 
такъ, чтобы она приближалась къ стоящей по другую сторону горизон- 
тальной черты, проведенной какъ сказано выше. Въ самомъ д'Ьл)), вы- 
числял по первой формул*, къ разности порядка 2^- — 1 мы придаемъ: 



- а I 



»-га.-Д 



"^ 



ибо X — а;<А, то знакъ будетъ противенъ знаку второго множителя; 
потону, ес^ш 

то будетъ 

поправленная Д'^ и^,_1::х1> Д "м^-.^пм 

сл^^довательпо приблизится къ стоящей по другую сторону черты раз- 
ности того же порядка. Къ разности же четнаго порядка Д" м^^^^ 
лрибавляеыъ 

X Х-{ 'кЪ ^2к+1 —^~_^^Щ( а'^'' _ л^' 



то знакъ поправки будетъ одинаковъ со знакомъ второго множителя, и 
потому, если 



н 



г 



то также будетъ 

поправленная Д М;с-*л5- Д"'"1-м> 

следовательно опять приблизится къ стоящей во другую сторону черты. 
Вычисляя по второй формуле, къ разности печетнаго порядка 
Д ~'м^:_ц придаемъ 



х±_кП 



21с. к 



Д^"-«._^П*-А" 



зд4сь X — Х<Ь, а потому иервый множитель положительный, всл'Ьд- 
ств1е чего, если 



поправленная Д ^'^-ц, ' А" 



и следовательно приближается къ сто;)щей по другую сторону черты. 
Къ разности четнаго порядка Д' м,,_^/, въ этолъ случае нридается 



^ X — Ш д 24+1 

о такъ какъ иервый ] 



{2)Ь + 1№ 



'(дЧ-.-АЧ-.+1ф 



итель зд'Ьсь отрицательный, то, если 



будетъ 



Еоправлевная Л^'м^,.!;,^ Д^*м,:_(л 



следовательно тоже приблизится къ стоящей по другую стороны чер- 
. ты разности того же порядка. 

54. Для того частнаго случал, довольно часто встр4чающагося на 
практике, когда требуется (какъ въ нашемъ примере) вычислить зна- 

чен1е функщи для 'К.=^х-\--\ , можно вывести изъ соединен!я ^ 

формулъ новую, которая скорЬе будетъ давать искомую величину, Пе- 
[юпишемъ формулу (3) § 49 въ такомъ вид^: 





легЕо вид'^Бть, что по раскрытш скобоЕЪ Б0Э|}|фиц1енты ири разностлхъ 
нечетнаго порядка будутъ равны, но съ противныиъ знакоыъ, тогда 
какъ коэффищенты разностей четваго порядна будутъ равны и одина- 
коваго звака; но значен1л х будутъ въ разностяхъ четпаго порядка не 
одинаковыя. Всл4лстше этого, взявъ полусумму (3) и (4), мы получимъ 
формулу, изъ которой исчезнуть разности нечетнаго порядка, а виЬсто 
разностей четпаго порядка войдутъ полусуммы мэъ тЬхъ значенШ ихъ, 
Еоторыя въ нашей таблична прилегаютъ съ об1;ихъ сторонъ къ гори- 
зонтальной черт4, проведенной чрезъ промежутокъ, гд4 лежитъ данное 
аначеше х, для котораго производится интерполироваше. Эта форму- 
ла будетъ: 



Прим4нииъ эту формулу къ тому же примеру. Беремъ полусумму 
четвертыхъ разностей, прилегающихъ къ черт4: 




= + 7'.4 



лоиножаемъ на 



получаемъ: 
придаемъ: 


— 1",3; 
^ Ы\->, + аЧ) = + 22'59',7 , 


получаемъ: 
помнозмемъ на 


+ 22'58",4; 
1 
8 ' 


получаемъ: 
придаеиъ: 


— 2'52",3; 



получаевгь: 



+ 320Ч5'42",4. 

^ ^" 55. Разсмотр4нная задача, которую можно и такъ выразить: между 
двумя последовательными значен1ями м^ вставить среднее, т. е. для того 
значешя X, которое дежитъ по средин* промежутка отъ х до х-\-к, 
представллетъ частный случай другой бол'Ье общей задачи; разделить 
первоначальный промежутокъ отъ х до ж + А на Ъ-{-1 раввыхъ частей 
и вычислить аначен1я и^ для получаемыхъ такимъ образомъ к проме- 
жуточныхъ между л: и х-\-к значешй. Необходимость подразделять 
интерналы значен1Й х какой либо таблицы значен1й м^. предетавлиется 
иногда на 1грактнк'Ь, преимущественно въ астроном1а. Леверье (Ьече- 
Г1ег) въ I томЬ „Аппа1ез |1'0Ь5егуа(01ге 1трепа1е <!& Раг1з' покааалъ 
какъ можно решить эту задачу; къ этой статье Леверье мы и отсм- 
лаемъ интересующихся этой задачей. 

т^ 56, Интерполирован!е представляетъ и обратную задачу: им'Ья рлдъ 

^'' яначеЕ11Й функц1и: 



:ду 

зго I 



(1) 



"х+к ' "аН-2Л ■ 



отв4чагощихъ даннымъ эначешямъ независимой переменной: 

X, х-{-Ь, х-\-2Н,...х-\-пк, 

найти при каЕомъ значеп1и х^ независимой переменной функц1я прини- 
маетъ данное значеше а. По формул* Ньютона для интерполирован! я 
имеенъ: 




1.2.к- 
I {Х-х}{Х-х--К)...(Х — х- 



нзъ этого уравнеа!я и надобно найти то значен1е ш, при котороиъ 
и^^=а. Но вд4сь одинъ изъ корней уже отд4ленъ; действительно, если 



то корень 3^0 будетъ удовлетворять неравенствамъ: 
х-\-кН<ха<х-\-к-\-1К; 

сл-Ьдовательно, если внутри этого промежутка функщя все растете 
она только одинъ разъ можетъ сделаться равною а , т. е. для одного 
звачешл х^ , следовательно х -\-1сН и х-\- Ь-^-! к будутъ частными 
вред^лаии этого корня; остается въ такомъ случай только сблизить 
ихъ. Это можно сд'Ьлать, д^ля интервалъ этотъ пополамъ и вычисляя 

(по формул* пред. §) значен1е и^ для X ^ х -}- к -\- -^Ь, ; зат^мъ под- 
разделяя на два мепьш1я тотъ изъ двухъ интерваловъ, на которые 
разделится первоначальный, въ которомъ по сравнен1ю съ а велити- 
ны м^4 1 1 ^ окажется долженствующимъ лежать х^; затеиъ также по- 
ступал съ темъ изъ имеющихъ получиться, въ которомъ должепъ на- 
ходиться х^, и продолжая это до техъ поръ, пока разность между обо- 
ими пределами этого корня не будетъ меньше допускаемой погрешно- 
сти, иы найдемъ х^ съ требуемой точностью. Можно приближаться къ 
корню и другимъ способомъ, более употребительнымъ на практике. 
Легко получить изъ (1): 



Ам,+ ' 



1.2.Н 



ЛЧ + --- + 



{Х—х~]1) ...{Х—х—п—\Н) _ 
1.2.3... иА"" 



"А", 



обыкновенно за х берутъ нижн1Й пред4лъ; если ра.эностй второго и выс- 
шихъ порядковъ достаточно малы, то для перваго приближен1я отбра- 
сываютъ въ знаменателе все члены, начиная со второго, и получаютъ: 




А% ' 




это значеше вставляютъ въ знамеватель, въ которомъ удерживаготъ 
только первые два члена; такимъ образомъ получаютъ второе прибли- 
значен!е корня: 



(4) 



Хг~х + к- 



л«.+- 



ато значение корня вставляютъ опять въ знаменатель (2), удерживая 
опять лишь первые два члена, что доетавитъ третье приближенное зна- 



<5) 



х-\-Ь- 



Аг'.+- 



2Л 



и это продолжаютъ до тбхъ коръ, пока удержинаемые десятичные зна- 
ки не перестанутъ изменяться. Мы полспимъ лишь этотъ посл^Ьдшй 
{■пособъ ириы4ромъ, именно найдемъ, когда для Берлие^каго мерид1а- 
на въ 1850 году долгота Меркур1Я была := 320"48'34',7. 

Изъ (2), отбрасывая въ знамепател'Ь вс4 члены, начиная съ третья- 
г'о, и внося вм'Ьсто и^, Дм^, Д^м^ ихъ значения изъ таблицы долготъ 
Меркур1Я (§ 51), мы будемъ имЬть такую формулу для вычислетл по- 
сл4>до1)ательныхъ прнближешй, принимая х = '^: 



Х=4 + 2 



320°48'ЗО — 317"7'29',5 



7022'10",'^ + 



X— 4— 2 



24'2б",1 



(6) 



3°41'5",2 

7022'10".4 + ^ 



Отбрасывая для перваго приближения второй членъ знаменателя, 
получвмъ: 



= 4 + ', 



согласно съ прежде нолученнымъ результатомъ. Чтобы получить второе 
приближение, мы полагаемъ въ знаменателе формулы (6) X ^ а ; бу- 
деиъ нм^ть: 




7"22'10',4— ~24'26°,Г, 

= 4+1,01401 =5,01401; 



сл^Ьдовательво второе приближе111е 



Х2 = 5 сут, 20'10"46. 



Если требуется найти съ точностью до одного часа, то видимъ отсю- 
да, что перваго приближен1я уже достаточно; если же требуется точ- 
ность до одной минуты, тогда надобао найти и третье вриближев1е, 
которое будетъ: 

-^ , , 26530',4 



(Т- 



^ ~26530',4 — в?е*4«-.146б',9 

следовательно потребуется въ этомъ случае 4-ое приближен1е, а мо- 
яетъ быть и пятое; предоставлдемъ это читателю решить самому. 

57. Изъ формулы РГьютона для интернолировашя совместно съ фор- 
мулою Тэйлора можно вывести формулы для ивтеполирован1Я произ- 
водныхъ разнаго порядка. Для этого стоить только разложить первую 
по степенямъ X — ,г и сравнить со второю: 



+ ^(А--.) + 



<1'и,(Х- 



Л/ 1.2 



1)' й\ (X 



1)1 



1.2.3. 



^ 



тогда сравпеше коэффищептовъ одинаковыхъ степеней X — а; въ об^- 
ихъ фориулахъ доставить искомый формулы для интерполирован1я 
производпыхъ. Понятно, что эти формулы будутъ точными лишь для 
«^ ^ полиному степени п ; для всЬхъ другихъ фуиЕщй будуть лишь 
нрйблизительныя. Мы ограничимся однако лишь этимъ указан!емъ, пре- 
доставляя вывести эти формулы читателю самому. 

58- Формула Ньютона р^,шаетъ задачу параболнческаго ивтерполи- 
ровашя въ случае, когда данпыя значен1Я х образуютъ ариенетиче- 
СЕую прогресс1ю; формула Лаграпжа р^шаегъ ту же задачу вь бол^ю 
общемъ случа'Ь неравныхъ промежутковъ между последовательными 



^ 
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:шачешяни независимой иерви^Ьнной. Пусть зыачеашиъ независимой 
оереи'Ённой: 

(1) Жо, ^1, а-2,-.-з;„ 
отв'Ьчаютъ заачен1я функщи: 

(2) Мц , щ, «2 , «3 ■ ■ • "п , 

1'Д'Ь для краткости написано м^ вм'Ьсто и . 
II о ложи иъ 

(3) Пх) = (х- х^) (х-х,)...(х- Я7„) ; 

тогда, означая чрезъ /"(а;) какой либо полияомъ степени и, будемъ 
ин^ть, какъ то изв'Ьстно изъ теор!и разложен!» ряцюнальныхъ дробей 
на проетййш1я, следующую формулу: 



(« 



Щх) ^^1'ХхУ х — х,' 



откуда 




(5) 


""" 2] г и х~х, 

1=0 


Прииемъ теперь 






Кх,) = «г. 




[! = 0, 1,2, ...»], 


тогда будетъ 




(6) 





Требуемая функщя, т. е. функц1Я степени в, принимающая для дан- 
ныхъ значев1й х [рядъ (1)] соответственно данныя значеп1л м^ [рндъ 
(2)]. Действительно полагая а;=а:^, всЬ члены суммы обратятся въ 
нуль, для которыхъ г не = /с, ибо тогда 




— 79 — 



членъ же, длл котораго г=^к , обратится въ - , 



Их,) _ о _ 



но, раскрывая эту неоиред'Ьленность по правиланъ днфференщальваго 
исчисленЁя, мы найдеиъ: 




ГЫ 



Р'ад 



«'-^.и, 1 

следовательно этотъ членъ будетъ 



= Р'(х,); 



1''1х^) х — х,\^_^^ *' 



А 



кавъ и требуется. Что это есть полиномъ степени и , то это сл^дуетъ 

изъ того, что степень — — есть и ; коэффиц1енгь же при х*, во всей 
X — х^ 

сумме, т. е. 






^0, 



какъ то известно изъ теор1и разложев!я ращональныхъ дробей на про- 
стейш!я. Впрочемъ это прямо будетъ видно, если, зам^тввъ, что 



Г{х,) = (х. — X,)... (г, — х,_, ) (х, - ,т, . 1 )..Лх, — х„) , 



- = {Х — Х^)...(Х~ З^А_,) (Х — Х^.^) ...^X~-X^ 



иапишемъ формулу (6) 1П ехЬепзо такимъ образомъ: 



^ 



т 



Я«)^ 






-,)---(^— ».) 



я 



Это и есть формула Лаграноюа. 

59, Если степень т полинома, которымъ желаемъ представить неиз- 
в'Ьстную функц1ю, которой даны и-р1 значешй для так01'о же числа 
звачен1Й независимой переменной, меньше числа этихъ значен1Й болФ.!- 
ч^мъ на единицу, то задача наша при произвольно-выбранныхъ значе- 
Н1лхъ фувкц1и невозможна. Въ такоиъ случае обыкновенно подчинл- 
ютъ искомый полиномъ тому уеловш, чтобы сумма квадратовъ погрпт- 
ноетей, т. е. разностей между данными значеншыи функцш и значе- 
шлми полинома для гЬхъ же соответственно значенШ независимой пе- 
ременной, была наименьшая. Если искомый полннонъ есть 



(1) 



^"(3:) = Ид -^ а^э; -)- а^ -\-.. .-\- а„,ж 



то 1'{х) — м,- будетъ погрЪшноеть, съ которою этотъ полиномт. даетъ 
для искомой функща требуемое значен1е щ при гс = ж,- , и коэффищ- 
енты его определятся тогда изъ услов1м, чтобы функщя коэффищеи- 
товъ «о, «1, «2 ■ • ■ • я„: 



(2) 



=|(- 



-ЬяЛ+Яг^ 



• Н~ "и1^Г ■ 



представляющая сумму квадратовъ погрешностей, была т1П1тцт. Зд^сь 
даеныя значен1я независимой перем'Ьнной и функции обозначены какъ 
и въ предыдущемъ §. 

Для нахождеН1я такихъ значешй щ, а1,....а,„, при которыхъ V 
будетъ иметь наименьшее значеН1е, мы должны по правиламъ диффе- 
ренц1альнаго исчислешн приравнять нулю частныя произяодныя отъ V 
по этимъ величинамъ; это дастъ намъ т-\-1 ураввев1Й такого вида: 



(3) 



2'\1а„+а,Х1+а^', + ... + а,,а:' -»,]''=<>• 



[к = 0, 1 ,2 




1 
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ИЛИ, д*ля па 2, раскрывая скобки и перенося посл4дн1Й члешъ на право: 

"-Ъ' + -■1;'" + "=К*+ • • • + •-1';'' =|«л (*) 

[Л = о , 1 , 2 , . . . яО ■ 

РЬшая эту систему )»-]-1 уравнев1Й по т-\-1 неизв^стнымъ яо т '^ь 
... ■ Од и получнмъ ихъ значен1я, представляемыя формулою: 



3] 52 Уи,а^... 

3, вз У"*^' ■ 



^« '^™+1'5н 



^^-■■■^,. 



(5) 



3. Я, 5, 8., 



^'"1 ^гМ-!""^"^-»""^^ 



(6) 



^,-р.- 



(7) 



На практик* предпочитаютъ, следуя Гауссу, р'Ьпгать эти уравнения, 
преобразовавши данную систему въ другую, въ которой одно уравнеше 
содержало бы одну неизвестную, другое дв^, третье три и т. д., но- 
сл4днее т-{-1, чего какъ известно можно достигнуть, исключал спер- 
ва одну ненавистную ияъ вс^хъ уравнений, иа исключен1ем-ь одного, 

Тихомандрицый, Курсъ теории ковечн. разностей. 6 



^ 
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затЬмъ !!зъ вс'Ьхъ полученпыхъ такимъ образомъ за исключен1емъ од- 
ного еще ОДЕТ и т. д., пока не останется одно уравнен1е съ одной 
неизв^'.стной; рЬшая последнее и подстамля въ предыдуш,1я, загЬмъ 
110сл1!днее мзъ иолученныхъ такимъ образомъ и подставляя въ осталь- 
пыя изъ нихъ, и продолжая это до т4хъ поръ пока ве дойдемъ до 
перваго уравнеа1я, ияъ котораго найдется послЬдняя неи;)В'];стяая, 
иы будеыъ им'Ьть значешя вс-Ьхъ неизв4етныхъ. Выписывать систему 
преобразован ныхъ такимъ образомъ изъ (4) уравненШ мы не считаеыъ 
веобходимымъ. 
I 60. Что касается до самого наименьшаго значен1я V (2), то оно 
найдется легко такимъ образомъ, 
Положнмъ, для краткости 



(1) 
то1'да 

(2) 



№) = 



о -Ь й! ^ + ЙЖ^ + . . . -|- а„^х 






ЧТО ложно и такъ написать 



(3) 



.=|;№,1(^(,,>_„,)_|;,,/ад^«,) 



Ч 



I изъ (3^ которое теперь такъ напишетсл: 



^=|(^^. 



[4 = 0,1,2,3...»], 



помножая на а^ и суммируя по к тъ о до т , полуяимъ, такъ какъ 
по(1) 



(5) 



следующее: 



гм=2]». 



й 




■яа основан1и этого раиепство (.3) приведется къ такому: 



йлн по (5): 



^'1'''-1-1^'' 



^- 



такимъ образолъ это наименьшее зн;1чея1е V выражается линейно чрезъ 
воэффиц1енты полинома }'Хх) и найдетсл, когда они будуть найдены. 
, 61. Величина, получаемая отсюда чрезъ д4лен1е на п-\-'1 (число дан- 
яыхъ звачев1Й функщи) и извлечен1е квадратнаго корня, именно 



/^гШ-%Ы 



иазывается среднею вероятною погргьшпостью (еггенг гаоуепве а сга1П11ге); 
если она превосходить ту, которую можно допустить, то это служитъ 
указан1емъ на то, что искомая функц1)г не можетъ быть съ требуемывъ 
приближешемъ нредстаилепа иолиномомъ сте[[ени т ; въ такоиъ слу- 
чае надобно иснробовать, нельая ли представить ее полиноиомъ етеае- 
аи непосредстненно выспгей, т. е. )и4~1' Д^я чего пришлось бы пе- 
ред'Ьлать всЬ вычислен!;! нновь, что было бы весьма утомительно. Ака- 
демикъ П. Л. Чебышень далъ другой способъ парабол нчес наго интер- 
полироиан1я, ае тре'1у10П(1Й, чтобы степень полинома была впередъ за- 
дана; мы изложимъ этотъ способъ въ сл^дующихъ §§. 

62. Если мы хотймъ прибавить къ искомому полиному одпиъ сл4- 
в~дугощ1й членъ а ^х"'^^ , то трактуя новый иолиномъ какъ п]1ежп1к, 
^Ш яы получимъ систему уравнений вида (4) § 59, но съ однимъ членомъ 






лишнимъ противъ т^хъ, и чис.юлъ самихъ ура11нев1й на едиепцу боль- 
шимъ; отсюда и для коэффищентовъ иисшихъ степеней должыы полу- 
читься другая значен1я; сл'11Л0вател1,н1) поправЕа къ найденному иаъ (4) 
иолиному Р(х) будетъ состоять изъ полинома степени ш+1, который 
мы означимъ, цынося за скобки коэффищентъ А,,^.^ наивысшаго его- 
члена, чрезъ :, .л /-" '■ ■ . . 

(гд4 коэффищентъ при а; въ у„^1 {х) следовательно есть единица), 
такъ, что новый нолиномъ, степени т-\-\ , нри помощи прежде пай- 
деннаго такъ выразится: 

(2) Л:>^)-ЬЛ,+1^,„+1(*)' 

и прежняя функщя V заменится такою: 



(3) 



=|](г(:«,) + ^,.+,?'.,+,(х,)-»,)'; 



коэффид1епты полинома ?>„, I ,(ж) *) и А^^ надобно опред'Ьлить икъ 
условш, чтобы Убыла т1п1тцт. Нанисавъ Т'' такимъ образомъ: 



(4) 



г|;(^„+,!»- 



мы, нолучимъ, дифференцируя по п'^ ^ = О , 1,2,3, 
А^^ , и приравнипая результаты нулю, такую систему 
ихъ опред4лен1я: 



т) и но 

для 



(5) 



(6) 



[Л = О , I ,2,3... т] , 
Т 4!^ =|(^.*!'Л.+.к) - («, - ад)) 'Л.+.(-,) = 0. 



; чрезъ а' (й = О , 1 , 3 . 




Но по (4) § 60: 



|;(1--м-.,к=о; 




яа основаи1и этою уравнен1в (51 приведется къ такому (отбрасывая 
■общш множитель всЬхъ членоьъ Л„,^): 



2?'„^1(а^>'' =0; 



(8) 



гд* /г = о , I , 2 , . . . н1 ; И это составляетъ полное число условий, 
необходимое и достаточное для полиаго опредЪлен1я полипома степени 
»»-1~1| коэффвщептъ при наивысшей степени х въ которомъ равенъ 
«дяниц4; уравненге же (6) можно сперва такъ написать: 



-1.^,2 (л,и-.(',))' =|] (".- №,') !».+.М ; 



(9) 



во изъ (8), помножая его оа коэффиц1ентъ при х въ ^"(3;), т. е. а^, и 
«уимируя по А отъ О до т, получнмъ; 

ва основанш атого равенство (Э) окоячательно такъ представится: 



Когда ^,„ ./ж) будетъ определена, тогда отсюда иолучится Л„^ 
именно мы пайдемъ: 







(12) I 



р 


^^^^^^ _ 86 - ^^^^^" 




что же касается до Ц',„.1^(х) , то она вполпЪ опред'Ьляется иаъ услов1Й 


(,1 


(8) иред. § какъ упидимъ пиже. 


- 63. Эти усжовЬ: можно обобщить: если [(х) полиеомъ степени не вы- 




ше »», то 




(1) ■ %Я^Ж,+1(''<) = 0;*) 




дМствительно, если 




(2) Г{з;) = Ьо^'Ъ,х^Ъ.2х'-\-...-^Ь/, д^т; 




то (I) такъ ыожетъ быть написано: 




Ьо5]^«,+.(-^,) + ^2?'н-1^^>.+--- + ^2?^-+1<^Х^о; 




а это равно нулю тождественно, ибо киждый членъ но (8) пред. § от- 




дельно рапевъ нулю. Въ частности, полагал 




Да:) = р,(х) , 




гд^ }с<т, к р^(х) ноливомъ, обладающШ подобнымъ же свойстпомъ, 




по отношен1Ю ко всякому полиному ни|;1[1еа степени ч^мъ онъ, мы бу- 




демъ им'Ьть 




(3) ^^^(^.^Р.+^(^)-0- 




Если же ноложвмъ 


■ 


В Ях) = Р^,М, 


Г 


то, какъ ?'„,_,_1(ж) = з:"'"'"' + ?и) , гд4 ^^(а,-) степени т, будетъ по (I): 


*) (10) ирелыдущаго § предста вл я етг 'частный мучай этого равенства. 




и 



это очевидио не равно нулю, накъ сумма квадратопъ ьещественныхъ 

величинъ. 

^ 64. На основав1и (3) пред. § и сд,4лапнаго относительно {4} зам'Ьча- 

В1Я, можно всякш иолипомъ степени т-\~1 разложить но функщямъ 

^*И 1 действительно пусть 

такой полиномъ; можно положить: 

ф(х)=Б^р,(х)-{-В,р^(х)-['Б.^.Л^)-!г . . . -\-Б,^ф)^В„ ^1?г',„^,Ы . (2) 

(см. § 1С); помножал на ^/х) , полагал х = х^, гд'Ь 1 = 0, 1, 2...», 
и складывая нолученныл результаты, получимъ на осиованш (3) иред. §: 



^^ф(ф,(^.) = Б,^^и,{х,)^ 






и- 



(3) 



^ 



65. Теперь мы въ состоянии доказать то иредложен1е, что услошями 
(3) § ба функц1Я Ч',„.^(.х) опред'Ьляется до постояннаго множителя. Д^й- 
стиительно; пусть кром'Ь у,„,^{х), также и ^(ж) — степени (т-{'1) отно- 
сительно X , удовлетворяетъ т4мъ же услов1ямъ, т. е. что 

.-О 

гд4 ^ = 0, 1 , 2 ,. . . ад; по (2) пред. § это можно такъ написать: 




4 




I 



+ Б, 2 (!^,(^,) ]' + ■ . ■ + В,п+1^^Р,(^.)^>ш+1{х) 
а это по (3) § 03 приводится къ такому: 

но какъ множитель при В^ не ^ О , то само В^ = О для };^т : но тогда 
(2) Ф^^) = К,+^V'.„+^М. 

что и выражаетъ иредложе1ие. 
} ■» 66. Услов1я (3) црсд. -^ и бол'Ье обЩ1л (1) § 03 экивалентпы усло- 
шямъ (8) § 02, изъ которыхъ мы ихъ выше получили, ибо наоборотъ 
изъ (1) сл4дуетъ, беря для Дж) полнпомы степеней О, I , 2 . . . ш съ 
произаольними коэффициентами, такой рядъ ураинен1Й: 

опре,ц'Ьлител1. изъ коэффиц1ентовъ которой при )н + 1 величинахъ: 



^у;.+М,^. 2 '"-+''"'''■'" ■■■ !]'''■■+''"'' 



^ 



будучи равенъ 



Ь,ЬА . 




<такъ канъ элементы по одну сторону главной д1агонали равны нулю), 
всегда отличепъ отъ нуля; откуда изъ (3) слЪдуетъ, что каждая изъ 
величинъ (4) равна нулю. 

Иримпчаше. Можно было бы ваять 1я-|-1 независимыхъ другъ отъ 
друга полиномовъ одинаковой степени: тогда определитель изъ ихъ ко- 
эффищентовъ не будетъ = 0, и мы изъ того, что вторыя части этихъ 
уравнетй суть нули, вывелемъ тоже самое заключенге. 

Жтакъ УСЧ0В1Я (8) § 62 и (3) § 63 экивалентны, а отсюда сл^дуетъ, 
но доказанному иъ пред. §, что и услов1я (8) § 62 вполне опред^ля- 
йтъ функц1И у!^^{х), какъ было сказано въ § 62. 
т1| 67. 1Греднола1'ая 1\х) степени О, затЬмъ 1,2, и т. д., наконецъ 
I т-ой и опред'Ьлля носл^довательния поправки изъ услов1Й (8) и А„,у 
во формул* (12) § 62, будеыъ им4ть такое выражеше для полнеоиа /^^^) с 
"'"", -^^^ удовлетворяющаго условш, что сумма 



и-м- 



(1) 



есть ттплиш: 



2]«Л(1,) ^*!1>1<1) ^^^Я'^.'^) 

ад - ё. ПЫ + Ж. 1»,И+-+ Ш !».М. (2) 3<^' 

1Ы')Х !;(Л(-.')' 1Ы')]' 



гд^ вс4 у>^{х) определяются изъ услов1Й {8)§62. Можно и прямо пока- 
зать, что этотъ полиномъ даетъ шШ1гаип1 V. Действительно, полиномъ 
1'{х) стеиени т можно представить по § 64 такииъ образоиъ: 




Пх) = ^оП(^с) + К^Ч>^{х) + . . . + К,,V^x) , 



(3) 



гд'Ь неопред'Ьленные коэффищентн постараемся определить такъ, чтобы 
V было т1П1тии1. Для этого полагаем-ь: 



^ 



» 



отсюда получимъ такую непрерывную дробь для 









<5) 



«|(а;— Ьа)- 



а,{г-Ь.)- 



Ф-К^,} 



Д'Ьля числителя и знаменателя каждой частной дроби, нзъ ноторыхъ 
составлена эта непрерывная дробь, ва коэффищентъ при .г въ ел ана- 
менател'Ь, иы получимъ, полагал: 



(6) 



такую ненрерывную дробь: 



(7) 






г 



70. Составимъ теперь ел 1)одходнщ1Я дроби: 






Мы будеыъ нм'Ьть такиыъ обрпзомъ: 



^^^^^^Н- 


^^'^^^^^^^" — 93 — 


у,(1)=0 


РаМ=1 


^1 {х)=а1 


р,Ы=х-Ь, 


% М— ?>,Ы(1— Ь;)-0,1(>,(Х) 


Ч:.и)=Ч>,(х)и-Ь^)-а{ф) 






5'.М=»'.-.М(»:-!'..К|'9'.,_1(^) 


'/;.Ы=Л.-,(*-'.,)-«.Л-2М- 



(2) I 



Допустимъ справсдлипость закона, выряжаемаго посл'Ьдниин форму- 
лами, для т -{- 1-ой подходящей дроби и докажеиъ, что онъ будегь 
спрапедливъ и для сл'Ьлующей подходящей дроби; тогда онъ будетъ 
справсдливъ для всякой подходящей дроби. Чтобы получить сл11дую- 
щую подходящую дробь, вм'Ьсто того, чтобы остановиться на частномъ 
знаменателе х — Ь„, мы должны остановиться на х — Ь^,^\ слЬдова- 
тельно выпето х — Ь,„ за иосл'Ьднее частное взять 



X — Ь 



тогда мы будемъ им4ть следующую подходящую дробь, ниенно: 



^^.м^x) 



«".-■Ы р— '•■ 



м± 



'^\~'.'г,-4.'') 



1»„+1Ы 



-"Л-=М 



У.Н-1И [9'.,-1М(«— *.1- 



»](«-*,+,)- 



_,ы 



а это на основан1й посл'Ьдннхъ формулъ изъ (2) окончательно такъ 
представится: 



1',^1(х) ?>„(•«)&—»,+,)- 



««■«-.(•«' 



откуда будемъ им^ть: 
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■ 


(4) У^„,.^,{х) = ^р,„{х)(.^ - Ъ,„+,) - (7„+.'/',„_1(х); 




формулы, которыя выводятся изъ посл^дннхъ (2) чреэъ- перемену т 


, 


на т-\-1. Изъ этихъ формулъ и (2) видно, что степень полинома 




У>^~.^) указывается е1'о зпачкомъ, т. е. равна р . 


< 


4^ 71. Помножая рапенстпо (3) ггредыдущаго § на ?с„{з^), а (4) па д^^Сз:), 




я вычитал посл'Ьдгпй результатъ изъ перваго, получимъ: 




(1) 9„,^^^{x)ч^^.x)—^„,^^{x)9„,^x)= п^^^^Ч^x)V>^и=^) — Ч'^.^УР„_у{xУ^ ; 






давая зд4еь )« убывающ1Й рядъ значен1й: 






ш— ], т — 2, )и — 3,...3,2,'1, 






и перемножая полученные результаты, а также им'Ья въ ниду, что по 
(2) предыдущему § будетъ 


1 




(2) <Рх{х)р,{х)^р,{ф,{х) = а,, 






мы получимъ по сокращекп! ой^ихъ частей на общихъ множителей 






следующее равенство: 






<3) Ч;„ф)'0,..{х)- У'„,+1(^)'?»-«, .а,, а,... «„, . п,„^, . 






Д'Ьля это на произведеБ1е 






^«.(^)-^'«,+1(^)> 






иы получимъ: 






<;-,„^,Ы ч^„(х) а,.а,.а,.,.а^^.а^^, 


1 


!^т+1(*'1 Уш{^) У>„(х).у>„^^{х) 


1 


Такъ какъ сама дробь: 


1 


Я:.) .4.*—'.' 



можеть быть такх представлена; 



^^ а: — з-( 



-ы 



!».(■'№) — о.+,?'.-,(1) 



ГД* 



»« = 



[ изъ нея — --, иолучныъ по (3): 



У— 



а,а„а~- ■ ■а^а^_ 



у» 

' ?..(а;Г>.(1)[»'.Ыад- 



1».-,Ы1 



(6) 1 

(8) 1 



?)^ 



Зд4сь в(а;) по обращенш пъ обыкновенную дробь будеть имЬть числи- 
телеыъ иолиномъ степени п-\-1 — т, тогда какъ знаменатель будетъ 
степени и — т, следовательно па единицу нисшей. 
- 72. Помножая эту разность на У„(х), мы получимъ функцш, кото- 
рую по Чебышеву означимъ чрезъ К^^x): 






■.ы 



- «-..ы - ~ 



м^ы - 



-,'«) 



Изъ перваго выражен1я Л„,(л:) , опред'Ьляющаго эту функц!Ю, можно 
вывести между тремя последовательными функц1ями И{х) соотношешя, 
подобаыя (2) § 70; для этого стоить только инесчи гюда вместо Ч>^^x) 
и у„(г) ихъ выражеп1я нзъ (2) § 70; тогда будемъ ин^ть: 









!».-.(^) 



(1) 

..я 



(2) 



Такимъ образомъ функцш Л,„(л:) слЬдуютъ тому же закону, какъ 
числители и знаменатели подходящи хъ дробей. Эта формула позволяетъ 
посл-бдоиательно находить всЬ Л^(X] , когда будемъ знать Ло(.г) и -НДл). 
' 73. Чтобы найти эти фуикцш, мы должны подставить въ формулу 
(1) пред. § для »н = и т=1 значен1Я 9>о(а;) , ?'и(х), ^[(х) и у>]{х) , 
взятыя изъ (2) § 70; будемъ им4ть: 



(1) 



(2) 



*'''*=|^' 
^■«=1^-- 



Последнее можно преобрааоиатг, твкинъ образомъ: 

5Г"А = 1 4- ^^^^ = 1 + -^ ' — ■ 
X — Х; X — X, X — 3-,. ' 

слЬдоиательяо, им1л иъ пиду еще, что щ = « = « -|- 1 , ны будемъ им'Ьть: 



(3) 



Я,(х)^'^- 



Къ такому, :ие виду молшо щшиестн и Д„{х)- Д'Ьйетвителыи); 



(4) 



^ — = х{^,з:) Н *7 , 



о:1пачая чрезъ 2(з:,х,) частное отъ дЬлен1я ?й„(ж) — ?■„(«,■) на зг — .т^. , 
(кото11ое выполяяетсл безъ остатка, вакъ изн'Ьстно); ввоел это въ (1) 
§ 72, будемъ нм'Ьт!.: 



(й) 



^.(■^■' = (2х(:^,-'-,> - У») 4- 2: 



'.(^.■1 



110 изъ второго 11ыражеи1я Л,„(з:) въ (I), иидво что для з; = со будетъ 

(й) Л„,М = 0'"+\ 

[такъ какъ ^^^^(со) = со" , будучи полиаомомъ стеиееи и*, а 6(со) = со1, 
какт. дробь, степень числителя которой па единицу бол'Ье стеиени :)на- 
меяателл]; потому п,'1;лал часть иъ (5) должаа быть тождестпеппо раи- 
на пулю, [ибо иначе было би 7?,„|'со) = =» ,] и сл'Ьдопательно 



(7) 
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,,.,-1}. 



'/'ш(-'^) 



' 74. Разлагал фупац1ю ^.„(х), пыражепиую такияъ образомъ, по нис- 
ходли^нмъ сте11е1[лиъ ж, иы будемъ им^'.ть: 



^^^^^^ш*^ ^^^^^^^^И 


^^^^^^^^^ *- ^^^Щ 


К' -.«=|^(.-^г= 




г ,=. 

(=0 *^0 .-0 


(1) 


-■■+^1^АК"'и^|.>>^^^^ 


., 


для того, чтобы д^^рапенство ,Й^уим-Ьло н'Ьсто, должны имЪть м-Ьсто 
слйдую1д1я равенства: 






Итакъ знаменатели подходящихъ дробей удовлетворяютъ всЬмъ " 
услов1ямъ, необходишымъ и достаточнымъ, которыми мы определили въ 


§62 функцш р^{х) . Что же касается до коэффнщента при -;^, т.е. 


2^?'„(^^^Г^''о по (4) § 63 онъ никогда ве = . Изъ всего сказан- 


1=0 1 

ваго сл4дуетъ, что разложен1е й„(л:) по нисходят:имъ степенямъ х бу- ^ 
деть им4ть такой видъ: 


^^^я:) „,_^1 1 „+о 1 „,+3 1 -■■ 1 ^«-н+1 '^•" ^^■' ] 

;,„ГУ, ■, , . 

гд4 для краткости пололсено: . , ,■ .■ ''л- ' 


^^»Г=(т,»0; ^Р^x,)x:+' = ^т,т+^)■,... (4) 1 


и вообще * 


^^Р^х)х:+''^{т,ш^'}с). (о) 


Тихомапдрицчш, Курсъ теор:н конечн. разностей. 7 1 






75. Интерполирование по формул* Чебышева [ (2) § 67] было бн 
однако затруднительно, если бы для этого требовалось на самомъ 



д^л'Ь вы: 



разложен1е 



дроби 2^ - 



въ непрерывную; но Ак. 



Чебышевъ показялъ, что этого вовсе не нужно, ибо существуютъ очень 
нростыя возвратныя формулы, д-Ьлающ1я возможпымъ оычислеше но- 
имхъ, требуеныхъ лишнимъ члевомъ полинома, величинъ при помощи 
прежде найденныхъ. Действительно, вставляя въ равенство (2) § 72 
выпето функцш Я^{х) , В„_1(х) и 11^_^{х) ихъ разложения иъ рядъ 
по нисходящимъ степенямъ а: по формул* (3) пред. § и сравнивая коэффи- 
Ц1енты одинаковыхъ степеней х въ об'Ьихъ частяхъ равенства, мы бу- 
демъ им-Ьть такой рядъ раиенствъ: 

[ о = (т— 1,те— 1)— а>г— 2,т— 2) 
(1) 

[ О = (ш— ],т)— ^„(ш— 1,т— 1)— о,„(т— 2,т— 1) 



(2) 



{т,т)={т—1,т-\-1)—ЬЛт—1.,т)—а„{т—2,т) 
(т,т+\)^(т—1,т-\-2)—Ъ^т—1,т'\-\)—а^т—2,т-\-^.) 

^^п,т-\-к—1)=(т—^,т+}с}—Ь^т—^,т-\-к—^)—а^т—2,т-\-к~1) 



Изъ (1) находииъ сперва 
(3) 

потомъ изъ второго: 
(4) К- 



(«1— 1.Я1— 1) 
'(га-2,»|-2)' 



1) 



(т— 1 , 



-1) ' {т—1,т—1) ' 



и зат^иъ по (2) иычисляеыъ коэффи]иенты (т, т), (т, от + 1) и т. д. 
разложен1я -й„,(л;) по нисходящимъ степеняыъ х , которые, иакъ видно 
изъ формулъ (3) и (4), потребуются для вычислен1Я а,„,■^ и й,„, 1- Поел* 
того, пм'Ья предыдущая р„,_2{^) и р„_,(х\ и я„ и Ь^ , мы вычислимъ 
(Р„(х) по формуламъ (2) § 70. 



^ 




Что же касается до (О , А) и ( 1 , 7:) , то первые найдутся изъ ('9^ 




разлагая въ рядъ по нисходящимъ стевенямъ х: 



Ё^; 



^« = V|{-VГ = =?+^+1- + ■■■+^ + 



следовательно 



(0,0)=и4-1; (0,1)=Уг.; {0,-2)=Уз:^ ; . . . (0,/;) = Уз;* ; 



Что ше касается до вторыхъ, то нм'Ья въ виду, что по (3) § 73 и но 
<3) § 74 для »( = 1 : 






*■ 1^9 1=0 1=0 



«ей- , (1,2) (1.3) 



ж^ а:^ 



К---, 



МЫ получаемъ: 



|;(.-ь,)=о, 



. 1 V (0,1 



(0,0) ' 



(8) 



И, им4я въ виду (6): 



^ 



» 75. Интерполирован1е по формул'Ь Чебышева [(2) § 67] было бы 
однако затруднительно, если бы для этого требовалось ва самомъ 

дйл'Ь выполнять разложение дроОи У —— — въ непрерывную; яо Ак. 

Чебышевъ показалъ, что этого вовсе не нужно, ибо существуютъ очень 
нростыя иозвратныя формулы, д^лаюш,1я воаможяымъ вычислен1е но- 
выхъ, 'гребуемыхъ лишнимъ членомъ полинома, величинъ при помощи 
прежде найденныхТ). Действительно, вставляя въ равенство (2) § 72 
вм'Ьсто ФУНКЦ1Й Е^{х) , I{^_■^(x) и ^^^{а:) ихъ разложеН1Я въ рядъ 
по нисходящимъ степенямъ х по формуле (3) пред. § и сравнивая коэффи- 
ц1енты одинаковыхъ степеней х нъ об'Ьихъ частяхъ равенства, мы бу- 
демъ им1;ть такой рядъ расенствъ: 



(1) 



= {т — 1,)»— 



1)— а„.(нг— 2,т— 2) 



(,«,т)={т— 1,т+1)— 6„(т— 1,ш)— я„(т— 2,т) 
(т,тА-'^)=(т~1,т-\-2)—Ъ^(т—1,т-\-\)-а^т—2,т-\-^) 

{т,т-^гк'-1)=(^п—^,т-\-]с)~Ъ^т—1,т-\'к—\)-'а^т—2,т'\'к—\) 



Изъ (1) находимъ сперва 



(гп — 1 ,т — ]) 
" (»п— 2,да— 2)' 



потомъ изъ второго: 



(4) 



(т — 2,»» — I) , (т — \,т) 



1) ' 



и зягЬмъ но (2) вычисляемъ коэффиц1енты (т, т), (т, т-\-}) и т. д. 
разложен1я И^_х) по нисходящимъ степенямъ х , которые, какъ видно 
ияъ формулъ (3) и (41, потребуются для вычислен1я а„,, и Ь,^ , ^. 1]осл4 
того, цм4я предыдущая р^_„{^) и ^^_^(х), и о^ и Ь^ , мы вычислимъ 
Р„{х) по форыуламъ (2) § 70. 



1 



■Р 


Б 






- 


99 - 








1 
(:.)$7У. ^ 


Что же 


касается 


ДО (0, 


к) м 


(1,« 


то периые найдутся 


ЙЗЪ 


(Ч, 


■/ 


хазлагая - 


—X, 


въ 


рядъ по ннсходящянъ степенямъ 


х: 






. 


А(г) = ^ 


К 


1- 


п^^ 


X 








+ . 




(5) , 


следовательно 


























.=. 




.■=■ 




4^ 









<0,0)=я+1; (0,1)=Уд:.; (0,2)=У:г,^ . ..(0,&)=Ул* ; .. . (6) 

Что же касается до ьторихъ, то им±я въ виду, что по (3) § 73 и \\ч 
<3) § 74 для м = 1 : 

Л1(я) = У^-^-^ = У-^ ■=— > Ог-Ь.) I ^ = 

1 ^0 1=0 (-0 ^ ' 



.+^1(..-ь,)^.+...= 



I' '^ Х' ^ X^ +■•■"!-/+■ " 



МЫ полтчаемъ: 



1 






» + 1 -6 ■ (11,0) 



Ж, ииЪя ВЪ ВИДУ (с): 



С) 



(8) 




(9) 
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К^^=(о,1)-(«+1> 

(1,2)Х(0,2) — ((ми; 
С1,3) = (0,|К^(0,2)1, ; 







(%К1^(о,^-")-^^(о,К} 



откуда пайдеиъ вс4 {1, к). Т-Ь же 
чая, что 



в,{1)=р,ы'^~ 



фмулы можно получить, зам'Ь- 



- ^Лх) = 



У" 



= (х — Ь1)Ло{х) — пи 

по (2) § 72 и (1) § 73, и вставляя сюда вм-Ьсто Д(а:) и 11ц(х) ихъ 
разложеп1я въ рддъ по нисходящимъ степенямъ х. 

76. Равнымъ образомъ коэффип,1евтн К^ при функц1яхъ ^^(х) въ 
формуле (3) § 67 нЬтъ надобности вычислять по формуле (6) того же §: 
сущеетвуетъ и для нихъ возвратная формула, позволяющая внчислять 
ихъ по предыдущимъ. Въ самомъ д'Ьл'Ь: функц1Я у>^{х) — х есть ио- 
линомъ степени 7; — 1 , а потому можетъ быть представлена въ такомъ 
вид4: 

гр^{х) - х' = А^'р,{х) + А,>р,(х) + . . . + А,_,щ_,{х) , 

откуда 

(I) Ы^) = х^ + Л,>^,{х) + А,'ф)+... + А,_,^>,Л^)\ 

внося это въ уравпен1е (4) § 67, мы будеиъ им'Ьть на основап1и этихъ 
саньгхъ уравнев1Й: 

а это наосповаши (8) § 62 и (4) и (5) § 74 по раскрыт1И скобокъ приметъ. 
такой видъ; 



^^^ 


^ x.(о^)+^^,(1^)+x,':•2^^+...+А■._,:^-1,^)+л:/ы)-V,,^^; =о,(з) 


отжхда получнгь искомую фо1)иулу: 


|].А - К,т)--К,1М)-К,1Л^) - . . . -2С,_,'4-1,)Ц 


(4) 


•^ 1«? 


9и«. 77. Значешя Г, т. е. стмяы квадратовъ погр-ЬшностеЙ, съ кота- 
1 § рт1и вайдевный аолинонъ представ.1летъ фунЕдш, которой даны лишь 
частныя значешя [1) § СТ]. также ложно вычислять до таковымъ для 
иолвнозЁовъ 111»едшествую1цихъ степеней. 

Помножая 1.4) § 67 на К^ и суммируя по А" огь до от , до (3) то- 
го хе §. получвмъ: 


^(-Г(^.)-«.У(^1 = 0; [1) 


на 01:110вап1и этого бтдетъ: 


г-| (.>,'-.,)'=| (^^.1-,)вд-| (^:.,)-.,) », = 


(2) 


^|(.-...ч); 




а иодставляя вместо ^'(^:,) его выражение изъ (3) § 67, получимъ: 


^= ^и. - К,^9';г,\-Е, |]г,(^.)«.- . . . -К„^^„[х.\ ; (3) 


но изъ (5) § 67 вн'Ёень: 


'|(».Ы",=г.|(».м)'. (') 



■ 
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■ 


я 


а по (4) § СЗ и (4) § 74 ^ 


ч 


1 


(5) |] и(х)? =^^р,{ф'; ={к,к) ; 


1 


1 


на основаа1и этого V гакъ представится: 


щ 


1 


(6) Г= У «^ — К1 (0,0) —К;{\,-[) — К1 (3,2) — ... — ^.(т,ш) 




■ 


Отсюда сл4дуетъ что, если значев1е V для полинома ж — 1 -ой 


сте- 


1 


певи озвачимъ чрезъ (?^;^_^ , такъ что сл-Ьдовательно 


• 


1 


(7) б?^_, =У«^— Ж^(0,0) — _Й^(0,1) — ... — А';,_, (т-1,ш— 1) 




1 


то аначен1е его для полинома сте1гени т, которое означвмъ чрезъ 


С ^ 


1 


будетъ связано съ й;„_^ такимъ равенствомъ: 


1 


1 


(8) А1,= (11_^-К1{т,т); 


^ 


■ 


съ П0М0Щ1Ю этой формулы каждое й,^ очень просто вычисляется по 


пре- ^^Ч 


1 


дыдущему. Посл'Ь этого средняя вероятная ошибка, которую озиачимъ 
чрезъ Л„, найдется по формул*. 


[ 


78. На основан1и предыдущаго обЩ1й зодъ иитерполирован1Я по 
собу Ак. Чебышева будетъ такой: 1} Сперва находимъ: 

(1) (0,0)=|]л?=«+1; 
затЬмъ по формул* (6) § С7 для Л = 1 находимъ 


спо- 
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это слЬд. средняя аривметнческая данныхъ значений фувЕцш. ОтмЬ- 
чаенъ, что 

УоЫ = 1 ; (3) 

дал4е по (7) пред. § для т = 1 находимъ: 

<^=У"- — 10,0)Я^, (4) 

и отсюда по форму.тЬ (9) того же §: 

почему и будемъ судить достаточно-ли 01'раничнться однимъ членомъ ^^' 

К1)ро(х) разложен1я фупкцш м^ по заамевателянъ подходяи^ихъ дро- 
беЁ дроби 



У— 



2) Если окажется, что этого нельзя сделать, то вычнеляемъ второй 
членъ разлошешя, т. е. К]'/>](х), и все къ яеыу относящееся въ такомъ 
порядке: сперва находимъ по формуламъ (6) § 75: 



(0,1) =2=^ 



(0,2) =2»:^ 



• (8) и (9) того же ^ 



о, = (0,0) : 



(1,1) = (0,2)-6,(0,1); 



(2) 







Р 


Ж 

Г04 - 


1 


^ш 


дал4е 


по (4) § (76) для 


4=1; 








(3) 

зат'Ьмъ но (2) § 70: 


1 

Х1 = -^ 


и,^,-{0,1)К 








/1 11 


^1^^ 




(4) 




р,(,х)=х — Ь,, 






И ло 


(8) § 77 1ЛЛ «1 = 


1; 








(5) 




<'1 = 


йо-(1,1)*^ 






и наконецъ по (9) того 


же § лла 


Я1 = 1 : 






(6) 




Е,= 


у »+1 






3) Если эта величина 


еще не 


достаточно мала, то 


11рИСТупаЮТ"Ь ЕЪ 


вычислен1ю 'гретьяго члена К2Щ(х) по сл4дующимъ формуламъ: 


(I) 


(0,3). 




(0,4) - 


1^- 






1 (1,2) = (0,3)- 


-г.1(о,2); 


(1,3) = 


■ (0,4) - 


Ь,(0,3); 


(2) 


(1,1). 

"'"■(ад' 

, (1,2) 


(0,1). 
(1,1)' 


(2,2)=(1,3)- 


-Ь.(1,2) 


-аг(0,2) ; 






Ъ^1 


-(о,2)л:.- 


1,2)г, 


м 


(3) 


к,- 


.■^0 


(2,2) 




-■ 


(«) 


^а{э:) = (а:- 


-Ый(»)-0 


рМ; 


■ 


(6) 


^ 


4 = 


^;-(2,ад^ 




1 



V «+1 



и такъ дал4е. 
Членъ К„р^(х) потребуетъ вычисленш такихъ форнулъ; 

(1,2>»— 2)=(0,2т— 1)— Ь,(0,2«1— 2); 

(1,2т— 1)=(0,2т)— й,(0,2т— 1); 
(3,2ш— 3)=(1,2».— 2)— 4,(1,2т— 3)— О2(0,2т— 3); 

(2,2т— 2)=(1,2т— 1)— Ь,(1,2т— 2)— 02(0,2».— 2); 
(3,2т— 4)=(2,3т—3)— 11(2,2»!— 4)— <1,(1,2.»—4); 

(3,2»1— 3)=(2,2т— 2)— 41(2,2»!— 3)-а,(1,2|»— 3); 



(»!- 1,т)=(»(— 2,»г+1)— 4„,_,(»г— 2,»»)— й„„,(ш— 3,т) 

(»1— 1,т+1)=(»1— 2,т+2)— 4„_,(т— 2,1Я+1)— о„_,(т-2,т+1); 



(т— 1.т— 1) 
" (».-2,».-2) • 



(т— 1,т— 1) " (т— 1,т-1) ' 
(т,т)=(»'— 1,1»+>)— 4„(ш— 1,т)— о,(га— 2,т); 



(2) 



У м,л^"— (0,тЖ1— (1,т)Л:1— (2,т)Х2— . . . ~-(т—1,т)К„^ 
(т,т) 
Ч'„,{я:) ={х— Ь^^р^_^[x) — а^Р^_4-^) ; 
<(!,= 4_,-(т,т)ж1; 






(3) 
(4) 
(3) 

(6) 



79. И:]лцжен11ый способъ нараболичесЕаго интерподнровашя прии'Ь- 
ялется, какъ общ1й, и къ тому частному случаю, когда даныыя значе- 



^ 



— 106 — 

Н1Я независимой переменной образуютъ ариемети'!ескуго прогресс1ю, Еогда 
сл^Ьд., требуется проинтерполировать рядъ равноотстоящихъ величивъ; 
но для этого частнаго случал равноотстояпгихт. величинъ Дк. Чебышевъ, 
вывелъ другую формулу, исходя изъ т4хъ же характерныхъ для функ- 
Ц1Й у!^^с) уравнешй: 



У У*(^(^«(з^,) = О , {]!< т \ 



при поиощн формулъ теории коаечкыхъ разностей; при этомъ онъ за- 

у и'Ьтил'Ь, что функцш у>^^x) для этого случая аналогичны изв11стпыиъ 

■-^' ^.^ функц1яиъ Лежандра. Такъ какъ съ выводомъ этой формулы лучше все- 

'^ ^ го можно познакомиться изъ меиуаровъ самого Чебышеиа *), то мы огра- 

'УтЛи'^ ничимся лишь сообщешемъ окончательныхъ результатовъ (стр. 14 и 22 

мемуара „Объ иЕтериолироианш" см. выноску); вотъ они: 



(1) 



|]«, з|^в+1)(«-;-1)л«, 



\^.п1п^—\^) 



- Д4«-«)+ 



5^(г+1)(;+2)(я->-1)(я-;-2)д\ 



^ 1«.2"11(«'— !'){»'— 2') 

' '2 (•+1)(;+2Х>+3)(«-;-1Х»->'-2)(»-<-3)Д\ 



ДМа:— 1)(1— «)(!— »— 1)+ 



1" . 2» . 3' . «(»'— 1'Я»^— 2»Х»'— 3') 



№-1X1-2). 1 



(2-1+1)|](Н-1)...(.-+2Х»-(-1)-(»-«-^)АЧ 



^ [(1-..)(з:-«-1)...(1-я-1+1)1+ 



•) 1) Объ нятерполировашн. Ак. Чебышева. Спб. 1664 г. Првло 
.аапнсокъ Инп. Акахеиш Шукъ". 




2) Ойъ Интерпол про ваши величинъ рввноотстоящнхъ. П. Чебышева. С1гб. 1875 
Лриохев^е къ XXV тону „запвсокъ Икн. Акалеи!^ Наунь". 





}-'.2\.ЛК п{п^- 1 '){п^—2^) . . . (»»— Я«) 



Зд^сь суммирован!» отеосятся къ г. Вместо 2^й, у Чебышева, мы пи- 
шемъ для краткости, какъ и выше, (?^ для обоэначен1Я суииы квадра- 
товъ погр^пгБостей для полинома степени 3. . 

Въ указанныхъ мемуарахъ Чебышева читатели найдутъ разд^лаваые 
прнм'Ёры. 







ГЛАВА 1У. 



Разности Функщй многихъ перем'Ьнныхъ. 



^ « 80, Некоторые изъ иолученныхъ въ пред^дущихъ главахъ результа- 
товъ распространяются и на фунищи многихъ пезависимыхъ иерем'Ьн- 
ныхъ. Разсиотримъ ирежде самыл обозначения функцШ и нхъ разпостей, 
принятыя въ теор1и кооечыыхъ разпостей. Функцию двухъ иезависимыхъ 
пврем']Ьнныхъ мы будемъ обозначать чрезъ 



соблюдая постоянно разъ принятый порядокъ указателей; слЬд. «„^ бу- 
демъ обозначать уже нетуфункщю, какъ (1), ноту, которая иолучается 
изъ нея чрезъ перемену а; на у и на оборотъ. 
Такъ если 




ъ^у -\- К1и - 



Фун1сц1ю трехъ церем'Ьнныхъ, будемъ такъ обозначать: 
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|удетъ результатъ пставки 5 вм-Ьсто а;, и — 1 вместо у въ (1); 




|1 



будетъ обозначат!, Х1езуЛ1.татъ вставки О вм-Ьсто х , 2 вм-Ьсто у , а — 3 
вместо г въ функщю (2), 

^ 81. Въ фупкщи двухъ и бол4е независнмыхъ перем^нныхъ можно 
давать конечнын прира1цен1я однойг какой либо перем1;нно(1, двумъ, 
тремъ... ваконецъ всЬмъ; сообразно съ этимъ функщя маогихъ кеза- 
висаныхъ перем4неыхъ будетъ им'Ьть несколько разностей для одного 
и того же порядка. 

Если приращеше получяетъ только одна иерем'Ьнная х, то мы бу- 
демъ им^ть частную 1)пзность по х , которую обознатаютъ, приписывая 
къ Д значекъ х; такиыъ образомъ 

озпачаетъ частную разность по х отъ функц1И дпухъ независимыхъ 
перем4нныхъ м^ ; сл'Ьд. 

Точно также обозначая во прежнему чрезъ 7* прнра1п.ен1е незавкса- 
ной перенЪпноб х, 

А,".,.,, 

будетъ обозначать частную разность но х отъ функщи трехъ незави- 
сииыхъ перем'Ьнныхъ м^ ,: 

Такимъ же образомъ буде)^ 

частная разность по у отъ и^ , если чрезъ к означимъ прира1цен1е не- 
зависимой переменной у; я т. д. 

Очевидно, что функщя р независимыхъ перем4нныхъ будемъ им^ть 
р частныхъ разностей перваго порядка. 



^ 




ГЛАВА и. 



р 



Разности Функц1й многихъ перем-Ьнныхъ. 



ь 80, Некоторые изъ получепиыхъ въ предидущихъ главахъ результа- 
товъ расирострааяются и на функц1и ыногихъ пезавиеимыхъ перем'Ьн- 
ныхъ. Разсмотримъ прежде самыя обозначения функщй и ихъ разпистей, 
нринятыя въ теорш ковечныхъ развостей. Фуннц1Ю дитхъ независимыхъ 
иереиЬнннхъ мы буденъ обозначать чрезъ 



(1) 



соблюдая постоянно разъ принятый норядокъ указателей; сл-Ьд. и ^ бу- 
демъ обозначать уже нетуфункцш, какъ (1), ноту, которая получается 
изъ нея чрезъ перемену ж на ^ и на оборотъ. 
Такъ если 



,^^=.з:-у-\-^т- 



^у'х-1 



Фгнкщю трехъ церем'Ьиныхъ, будемъ такъ обозначать: 
(2) 
и т. д. СлЬд. 




будетъ результатъ вставки 5 вм'Ьсто х, а — 1 вм'Ьсто у въ (1); 




будетъ обо:шачатт. результатъ вставки О внЬсто х , 2 вм'Ьсто у , а — 3 
в1и4сто г въ фтвкгрю (2). 
. ^ 81. Въ фупкц1и двухъ и бол4в незавнсиыыхъ перен^нныхъ можно 
давать конечный прират;ен1я одной какой либо переменной, двуиъ, 
тремъ.,, ваконецъ вс^'.мъ; сообразно съ этимъ функц1я мпогихъ неза- 
висимыхъ перем'Ьнныхъ будетъ имЬть н-Ьсколько разностей для одного 
и того же порядка. 

Если нркращеше пплучаетъ только одна переи^паая х, то мы бу- 
демъ им^ть частную 2Н1зность по х, которую обоз начаютъ, приписывая 
къ Д значекъ х; такимъ образомъ 



^^Чу , 



(3) 



означаетъ частную разнссгь по х отъ функц1и двухъ независиаыхъ 
перем^нныхъ и ; сл-^д. 

Д.«..„ = ».+л,,, — «^^, ' (^^ 

Точно таЕже обозначал по [грежнему чрезъ 71 прпращен1е независи- 
мой переменно!) х, 

будетъ обозначать частную разность по х отъ функщн трехъ незави- 
синыхъ перем'Ьпнылъ к^ , : 



Такнмъ же образомъ буде)^ 



(5) 



(6) 



частная разность но у отъ м^ , если чрезъ к означимъ приращевЕе не- 
зависимой переменной 1/ ; и т. д. 

Очевидно, что функц1я р независимвхъ перем4нныхъ будемъ иметь 
р частныхъ разностей перваго порядка. 




п 



82. Каждая разность можетъ им^ть свои разности по каждой нере- 
1[^Ьнаой; такъ 

<1) АХ. = Ах'Ч'..— А,",,, , 

будетъ вторал разность по ж; 

АуАл,, = А,н,,„+, - А.«.,, ; 
■будетъ вторая разность отъ и сперва бо х, цотомъ по у; точно также 

дудеть обозначать разность взятую сперва по у, иотомъ по х. Легко 
внд'Ьть, что 064 11ослЬдн!я разности раины. 
Д4йстиительно 

Д,Д,".„=Д.»,,+,~Дд= 

Л 

что отличается отъ оредыдущаго только ворядкомъ среднихъ члевовъ; 

итакъ 

<2) Д^Д^"^,^ = Д^Д^м^,^. 

Эту разность принято обозначать короче такъ: 

<Я д;^'«„, = А,Л,«,,, = А.Д,«« . 

Предложен1е (2) распространяется легко на функцш большаго числа 
лерен'1Ьннихъ и Е1ыст1я порядки саиыхъ разностей. На основан1и этого 
для частыхъ разностей высшихъ порядковъ введено такое обозначен1е, 
что иишутъ при Д указателями перемЬнныя въ томъ иорлдк'Ь, кото- 
рый принять для самой фунац1и, к показателемъ сумму чиселъ, пока- 
аывающихъ сколько разъ берется частная разность по каждой изъ этихъ 
перен^шныхъ, соблюдал для слагаемыхъ тотъ-же порядокъ, т. е. первое 
слагаемое будетъ относиться къ первой переменной, второе ко второй, 
ы т. д. Такъ 



ь 





I по ж, 5 
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будетъ обозначать чпстную разность отъ и^ взятую » 
по у , р ао г , Ч'Ь какомъ бы то ни было порлдк'!;. 
\ 83.. Чтобы получить полное ир1[ра1цен1е фу11кц1и, отпадающее случаю, 
когда В!:! перем'Ьнныя нолучаютъ спои приращения, можно спорна дать 
ориращеи1е первой переменной, зат4мь второй, ногомъ третьей и т. д. 
и накопецъ иосл'Ьдней. Тавъ для трехъ перои'Ьнпыхъ, изиЪнля сперва 
X на А, получимъ: 

изм*Ш1Я зд^сь у, получимъ: 

».,,,. + А,".,,.. + ^л.,, + А. А,«„,.. ; 

взм^нял г, получимъ: 

+ Д,«,.,,. + Д,А,ч,.,.. + Д,Д,«,,,,,+ Д,Д„ Д,и.,,,. ; ( 

«л4д. полное приращение м^ которое обозначаютъ чрезъ Д безъ зпач- 
вовъ, будетъ, употребляя сокращеняыя обозеачетя ра:шостей висшихъ 
иорядковъ: 

+д:+'«.„.+ дц^.„.+ а::'«,,.+д::;+'«.„=; I ^'* 

Еакъ видимъ полная разность перваго порядка будетъ содержать част- 
ный разности высшихъ иорядковъ. 

Отделяя въ (1) опера!ионные символы взят1я частной разности по х, 
по у, по е отъ функ|цональнаго синиола и^ иразсматривая ихъ какъ 
количественные, мы можемъ результатъ (1) представить символически такъ: 



Ц 



(1 + ДД1 + Д,)(1 + Д>,,,,,; 



(3) 



■сл'Ьд. полное приращен1е %„, симиолически такъ выразится: 

А".,,, =[(1 + А,)(1 + Д,Х1 + д.)- л •.,,,, . 



(4) 



I 



Эта формула показываетъ, что для получен1я полной разности перваго 
порядка отъ фуекц|и м^ ее надобно сим1шлически унножить на 

(5) А = [о+Д,)(1+Д,)(1 + Л.Л-11- 

Беря полную разность отъ (3), будемъ имЬть но сделанному зам^- 
чан|Ю: 

А\,„ = Д |(1 + ДД! + Л,Х1 + Д,)- Л »,,,,} = 

= [С1+Д.Х1+Д,Х1+Д,)-11 . [(1+Д,)(1+Д,Х1 -|-Д,)-11«„, ; 



№) АЧ,,.=[(1 + Д,)(1 + Д,)(1 + Д,)-11'«,,,„ . 

Вообще бтдеиъ им'Ьть для оолпой рааности н-го порядка такую формулу: 
(7) А" ".,,,,= [(1 + А.Н1 + А,)(1 -I- А,)-\Ти,^^ ■ 



спранедлишсть, которон докажстсл по еносоау заключенш отъ и къ 
«-|-1, Очевидно она вгЬраа для ])Сяка1'0 числа независимыхъ перем'Ьв- 
ныхъ. Какъ виднмъ изъ этой формулы, въ выражен1е полной разЕюсти 
какого либо порядка войдутъ не только частныл разности этого поряд- 
ка, но также и высшкхъ; для 3 переы4нпыхъ до порядка Зи; для т 
независимыхъ перем4нныхъ до порядка тп ; по только не всЬ; однако 
на этомъ зам4чан1и мы не будемъ дол4е останавливаться. 

Эи. 84. Полная разность и-го порядка можетъ быть выражена чрезъ го- 

" сл^довательный рядъ значен1й функцш м^^,: 



такою же формулою, какъ и длл функщв одиой независимой перем'!ЁН' 
ной. Действительно: 



А».,.,. = «.+, 



^ 






(3) 





(4) 



чрегь и ■ вол- 



'*НуИ-'-»-Н "^я^^ 



беря полау1:> развость т-го порядка, будежъ кж1ть: 



(I) 



(2) 



теперь переагЬняя въ (1) х на г + 4, у на у4-1, х на ж~1 н пре- 
образуя первый <1ленъ второй частш результат по (1), второй по (2) 
Д1Я «1^1, мы будемъ изгЬть: 



"*+2*х+Мл4^1 " 



«,,. + 2Д«,,,+ ДЧ,... 



Переменяя зд^сь х ва х-}-*, у на у+Л', в на е-\-1 н преобразуя 
первый члеяъ результата по (1), второй и третШ по (2) для т=1, 2, 
ны получимъ: 

"^,.,4«.,+., - «,„ + 3 А«..„ + 3 Д'«„..+ ЛЧ^ . (*> 

Обобщая, получимъ такую формулу: 

^.ч.*.+.,-»„.-К А»,„+Й,' Л'»„.,+. .. +с: д-«,„+ . . . +ЛЧ^,., РГ 

которая, какъ и формула (4) предыдущаго §, докажется по сиосойу 
заключен!!! отъ и къ я + 1 . 

Тихахакдринкха, Курсъ теорш конечн. разностей, 3 




I 

11) 
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8(). 11е1№ходимъ теперь къ соотношен1ймъ между разностями и про- 
изиодными функщяаи многихъ перем'Ьнныхъ, ограничиваясь разлагае- 
мыми въ бесконечный рядъ но строгЬ Тэйлора. Что касается нолныхъ 
разностей, то по строке Тайлора им-Ьеиъ; 



1 (''"..,. |^«^„, ^^^,~^ 1 . 



1 И'».., 



<)'«,, 



т:^1^^^"'+^^^'Ч^ 



или символически: 

(2) 

отсюда, 



- г^-|-2 - 



- 7сг+2 -^:— 111-1-2 - -^- иМ 



, ^ будемъ И1г1;т[.: 



(3) 

сл-Ьд. 

(4) 



потому ойобп1,ал, будемъ им'Ьть формулу: 

спраиедлиьость которой для всякаго п докажется ио способу заключе- 
н1я отъ и къ н-}-1- Строг!й выиод'ь бнлъ бы соиершенно аналогиченъ 
таконоыу для функций одной пезаиисимой церемонной; нредоставляемъ 
его сделать читателю самому. 

' 37. Что касается до частныхъ разностей «нсшаго порядка, тонофор- 
муламъ длл фуц1(Ц1Й одной независимой перем'1^ниой будемъ ии'^ть: 



(1) 
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отсюда получимъ, такъ какъ 




=д,"- а;- д; «,,,,,. 



(2) 



такой результатъ: 



(3) 



Стро1!й выподъ состояль бы 01[ять 11ъ томъ, что мы падъ оббили ча- 
€тлии формулы, получаемой но раскрыт1И посл'Ьдбсй изъ (1), произвели 
бы и разъ 011ераи,1Ю Д , надъ иолугецяымъ результатомъ т разъ опе- 
рпц|ю Д^,; загЬмъ, опредблинъ такимъ образомъ об|Ц1Й видъ выражен1я 
разсматрииаемой разности чрезъ нроизводныя, опрел^^лили бы ноэффи- 
ц1енты 11ри этнхъ ироилюднмхъ, которые независятъ отъ чаетнаго ви- 
да функц|й, применял формулу къ функции 



(41 



для к ото рои 



д^:''д^/' дг' 



= е"+"*"«Ь'г 



(Ч) 



разделяя об* части им'11Ющаго получитгся тогда равеистиа па е , 

уиид1(ли бы что искомые коэффищенты при лроизводныхъ суть не что 
иное, какъ коэффиц1енты при а'' Ь^ с' въ разложенш по степеялиъ 
а, Ь , с функщи 



- 1 



-1 



-I 



«ерем'Ьнля въ получепвомъ такинъ образомъ раиевств^, въ которомъ палево 
будетъ стоять эта функц1л, а направо ел разложение въ рядъ, величины а , 

д д д 
Ь, с сооти'1;тственпо на онерацюнныл снмполы ^,'^;-,^гг1 помножая на 



[ затЬмъ лрннимаа 



дх ' ду' дг 



\дх1 \)у1 Уде] "•■'■• .дх'ду''01' 



мы получили би направо искомое виражеи1е разности 

чрезъ производныя; налево же вторую часть (3), какоиал формула н 
I была бы такимъ образомъ строго доказана. 
к ^ 88. Для функц1и двухъ независамыхъ переи'Ьвныхъ легко получить 

интерполяцюаную формулу, отвечающую Ньютоновой для функц1й одной 

независимой перем'^нной. Напишеиъ въ формул'Ь (4) § 47 и^ у вм'Ьст» 

« ^ в м^ ,, вместо и^ ; будемъ им4ть *) 



_ , Х—хА^1,,у {Х~х)(Х—х—]1) Д^«^, 






к ' 1.2 

(Х—а:)(Х—х—1,}...(Х- 






1 . 2 . 3 . . . »( д" 

1Х—х)[Х-х—к) . . . (Х—х-^^Л) А>.,, 



1.2.3...» ,.• 

Теперь, если У^=у-\-рк, то по той же формулЬ будемъ иметь: 



>'...+'-, 



у— II Д.".,, I (У-»)(У-!/-И Д,»>. 



1.2 



^^* + -- 



...+ 



(У-уМУ-я-Ъ) . . ЛУ-у-т—т А, » .,, 
^ 1.2.3... т ' /;"' 



1.2.3...г) 



/(' 



беря отъ этого иероую, вторую, третью и т. д. разности по ж , и встав- 
ляя въ (1), получи.чъ: 



*) Къ д при 



зкачекъ х, 



ь теоерь и зааиснтъ отъ шухъ пере- 



1 



, (Х—гК Х—х-],) г (Х-х)(Х-х—тХ—г—йк) » , 

1.2 ".«<„+ 1.2.3 " "" '" 

(2-1) (У-!,) 1+1 (Х-1)(2 - а;-В(У -у) »+■ _ 

^х,1/ ^1^/1 1.2.1 ■'■" '•" 

, (Х — х){У— у)(У~у — }^) ^1+2 
-А.«... + 1.1.2 ^'-У "'■»" 

(У у)(У^у-7,ХУ-у-2 ;-) 3 , 
Н 1.2.3 ^^ "^■^''^ 

+ И т. д. 

Члены до конца будутъ представлять группы, подобныя группамъ пер- 
, втораго, третьего, четвертаго столбцевъ только для случая ^) = и ; 
вообще посл11ДН1« группы члепоиъ будутъ въ общемъ случае р не=и укло- 
илться отъ первыхъ; но мы ихъ не будемъ изслбдовать: наша ц-бль 
была только показать, какъ можно иъ каждомъ случае получать интер- 
пол)]цшнную формулу. — По этому способу очеиидно можно получить интер- 
«олпщонную формулу въ каждомъ частномъ случае и для фуикцш ка- 
кого угодно числа иезависимыхъ перем4нныхъ, только эти формулы бу- 
дутъ слишкомъ сложны, чтобы найти себ4 м'Ьсто зд'Ьсь. 



% 



ГЛАВА ?, 



Обратное исчислеше конечныхъ разностей. 
Суммирован1е. 

■ 89. Задача обратнаго исчислеЕпя конечныхъ разностей состоптъ въ 
опред4леа1ц такой фуйкц1и, которой даппан была бы разностью даниаго 
порядка; общн'Ье— эта задача состоптъ въ онред'Ьлеши функц1И по дан- 
ному, выраженному аналитически, соотношению между независимою пе- 
ременною, ея искомою фуякщей и конечными разносшми нослЬдаей до 
шв^стнаго порлдка, и для функцЕЙ мпогихъ перем'Ьнаыхъ — иъ опредЬ- 
лен1П фтнкцщ по соотношееш между везавнсимыми переменными, ихъ 
искомою {!|ункц1ей к частными конечиылтн разностями последней до н:!- 
вестнаго порядка по нс4мъ или только нЬкоторымъ переменны мъ. Пер- 
вую задачу можно разсматривать какъ частный случай последней; одна- 
ко этотъ частный случай есть самый простой и въ нему стараются, 
1;огд;1 это возможно, [гривести и обний случай; а потопу мы съ него и 
начнемъ эту вторую часть курса. Обратное исчислеше конечныхъ раз- 
иостей отвЬчаетъ, какъ видимъ, интегральному исчислепда, [тогда какъ 
прямое — двфферепщальпому], и притомъ первая часть его той части 
интегральна го, которая называется интегрировав1емъ функщй или квад- 
ратурою; вторая же часть — инте1'рированш уравненш. Первая назы- 
вается обыкновенно еуммиравангемь, по причине, которую сейчасъ уви- 
димъ, вторая интегрироватемъ уравнбнт въ конечныхъ разностяхъ, или 
же 2)пшен1емъ уравненШ въ конечныхъ разностяхъ обыкеовенныхъ или 
частпых'ь, смотря потому ищется лн функщя одной или многихъ н(^за- 
висимыхъ перем'Ьаныхъ. 

. 90. Задача: найти функц1ю по данной разности ея, есть задача яс- 
онределенная. Въ самоиъ дел*, если 



(I) ЛГИ-№), 




А 



то не только Р{х), но и 1'(.х)-'гС-^ гд* С вообще перюдическая функ- 
ция X съ перюдомъ К, будегь удоллетворлть усло111Н){1). Д-Ьйствительно 



Д Л^-)+ с = Гух + к)^С-Пх) -С, 



ибо с не изменяется 11[1Н перемЬнЬ х ъл х-\-11 , а отсюди по сокра- 
]цен1и: 



д Л-^) + с^дг-и) = Я^); 



т. е. фтп11Ц)11 1'{х)-\-С, такше какъ » Т'{х', 
■ 1-го 11011ядка. (См. § 0). 



М'1;стъ /"(аг) сиоею раг 



Л1 91, Длл ТОГО, чтобы покапать, что ^Х^) < или, общаге, Т-Ы+С есть 
Т'! та функц1л, которой /(з;) есть разность, употреблиютъ анакъ ^ такинъ 



-ГМ+С-2ЯЙ, 



(1) 



и читают ъ : сухша / '(.д) . Это нотъ на накомъ основиши. Означая чрезъ ф(х) 
самую обл[ую фуП|сЦ1Ю, им'Ьющую /(х) своею разностью, мы имЪемъ но 
салону о|]1]ед|.леп|Ю этой функци!: 

ДФ(1)-=/-М; (2) 

но по оп[1елЬ.1ен1Ю рамости: 

Дф(1) — ^(г + ад — ФМ; (3) 

Сл4д. 

Ф{х + к) — Ф{г) = /{!:) ; (4) 

= а, а-\-}1. п-\-'1к, до х^а-^п — !Л, мы бу- 



Ф(а+к}-Ф[а] = 1Ха), 
Ф(а+т - *(»+;.) — Па+к) , 
ФГо+з;,) - Ф(а+т = До -Ь241 , 

[1(11+»*)— Фю+и— 14) = До+л— «) ; 



^ 
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складивая эти (.авенсиа., по еоЕрашев1И получикъ: 



ф!0-гяй)— Ф(а)= У ^^а^!:Ь), 



ели, полагая а-{-М=§, а-^к}1^х, сл4дтю]дее: 



(!) 



*(х) — «а)-^^'. 



лсг^^лде■V•<' 



.с,1*; 



^* 



гд* верхнвнъ пред'Ьломъ мы напн?.али х, а не х — Н, какъ то сл*- 
довало-бы по формул!; (б), — согласно уставовившемуся обычаю въ обрат- 
нонъ исчисленш конечнызъ разностей висать верхЕИМЪ пред'Ьлвмъ агЬ- 
дующее за посл4дш!Нъ значев1е*ъ независимой переи4наой въ сутЛ: 
сл1д,_1?ь етмий второй части $ проб'Ьгаетъ вс4 члены арв(»метической 
и^огр^сс^н съ разностью А отъ « до х исключительно (еxс1и5^Vе^. Эта фор- 
мула показиваегь, что какъ скоро мы зададимъ се&Ь значеше нсеомов 
функции для какого либо часткаго значен1я независимой пе1)ем^аной, напр. .. 
■■- «г. Ф(а)^С; то придавая къ этому С сумму зпачещй данной функц1и Д|) 
для ряда зыаченш |, ел'Ьдующихъ чрезъ промежутки /(, отъ а до х исклю- 
чительно, мы будемъ им'Ьть значен1е этой фунвши для |=:х. Сл'Ьд. эта 
формула доказываетъ: во 1-хъ: еущ,ес-твоваБ1е функщи Ф(з:), имТ.ющей дан- 
ную Цх) своею разностью перваго порядка, во 2-хъ, что общее рЬше- 
ше этого вопроса заключаетъ одну произвольную постоянную (въ смысле 
_§_9^ — именно значеше ея для частнаго значен1я независимой перемен- 
ной: х^а\ въ 3-хъ тождественность нашего вопроса съ вопросомъ о 
сунноваши рлдовъ, ибо вааъ скоро по дайной Дх) мы найдеиъ 1гь ко- 
нечнокъ вид^ Ф{х), то рядъ, котораго ([%) есть о6щ1Й членъ, будетъ 
н]юсухмироцанъ въ данвыхъ пред'Ьлахъ значеи!& &; отсюда и назвав1е 

сумма для Ф{х) , знакъ У Дх) для нея, и назиан1е суммирование для д'Ьй- 

СТВ1Я вахожлев!» Ф{х) изъ услов!я (5). Нахожден1е Ф(х) въ конечномъ 
вид4, т. е. суммирован1е Дх), возможно однако въ очень ограниченномъ 
числЪ случаевъ, заи^Ьтимь теверь же. 

• 92. Формула (7) предыдущаго_§ даетъ намъ 11счезаютй ынтаралъ еъ 
конечныхъ разтстяхь отъ Дх), какъ тоже найынаютъ сумму отъ Дх), ибо 



■ если X 



^Д^)=;0, такъ какъ число слягаемыхъ^О (потому 



что для верхняго предала слагаемое не берется, а оно совиадаетъ съ 
первымъ); еслиже лоложиыъ х^Ь, то 



-Ф(„)=^да 



011^('(>-П^Г1*НЦ11 



(1) 



внтегралъ пъ 



будетъ О) 

формулы (7) предыдущаго § мы иолучимъ: 



разностяхъ оть Д^) . Изъ 



(2) 



нли, полагая Ф{а)^С: 



Ф(^) = 0+УЛ1}. «-/■'•Л'— (3} 

Этогъ интегралъ, какъ заключающей произвольную постоянную вели- 
чину С, низывается неопр едгьлсннымъ интеграломъ въ конечныхъ раз- 
ноетлхъ или нЕопрсдпленною суммою. Его короче обоаначаютъ такъ: 



\~Ф{х)=^,йх) , 



(4) 



опуская пределы; но такъ какъ вс4 способы суммирования даютъ всегда 
частный интегралъ, то къ полученному какимъ бы то ни было спосо- 
бомъ интегралу въ конечныхъ разностяхъ отъ ({х) надобно прибавить 
произвольную постоянную С, (въ смыслъ раньше указанномъ), такъ что 
и получпмъ результатъ вида (3): 



V 



гдЬ теперь 2/(а:) представляетъ частное значен1е интеграла въ конеч- 
ныхъ раяностяхъ, которое даетъ употребленный для получетя его 
способъ. 

^93. Когда найденъ неопред'Ьленвий интегралъ въ конечныхъ разно- 
стяхъ, то легко найдутся и исчезаюпий, и определенный. Если Ф{х) 
должно быть = О при х^а, то полагая въ (5) предыдущаго % х^а, 
мы будемъ им^ть: 



'/М + с, 



(I) 



— 122 — 

]'д4 аД^) обозначаетъ результатъ вставки а вмЬсто ;:: въ частное р^ше- 
ше, представляемое звакомъ У^({х) ; отсюда 

(2) С = -^А1); 
ВНОСЯ это въ (5) вредыдущаго §, буденъ им'Ьть: 

(3) ад =!]«:.) -2] Я») =2 Я»); 

ибо а/(^) и \{[х) представляготъ суммы значев1и [(х) отъ того зпа- 
чен1я X, для котораго это частное значеп1е обращается въ нулгз, соот- 
ветственно до ж и до а; производя сокращена на общихъ слагаемыхъ, 
получимъ сумму значен1й [{х) отъ х = а до какого либо а; исключитель- 
но. Если это значеп1е х дано и есть 6, то мы будем'Ь ни^ть опред'Ь- 
ленную сумму, или определенный интегралъ въ конечныхъ рааностяхъ: 



=Ёл«). 



Если ноложиыъ х=^Ъ въ (3), то будемъ им'Ьть: 



2л.)-2;/ы-2дх;-, 



Т. е. определенный интегралъ въ конечныхъ разностяхъ получится, если 
въ неопределенный интегралъ вставить 11ерхн1Й пределъ суммы вместо 
X, затеиъ НИЖЕ11Й и результатъ последней вставки вычесть и'лъ ре- 
зультата первой вставки. Отсюда мы видимъ, что умея находить не- 
определенный интегралъ въ конечныхъ разностяхъ, легко найдемъ к 
исчезающ1н, и определенный, в:1ятый иел1ду данными аределами: но это 
удается, какъ было уже замечено, лишь въ очень немногихъ случаяхъ, 
ЕЪ обозрен1Ю которыхъ и переходимъ, но прежде вынедемъ об|Ц1я оснои- 
ныя предло;кен1я съ помощтю которыхъ суимирован1е более сложннхъ 
функщй сводится къ суммирована иростейшихъ. 




ъ раз- I 



94. Эти основныя преддожен1а обратнаго исчислешя конечныхъ ] 

ностей совершенно аналогичны таковымъ интегральнаго исчислешя. Изъ 

еамаго онредЬлешя д'Ьйств1я, обозпачаемаго знакомь 51, сл4дуетъ, что 

Т. е. что оиерац1п Д поел* ^ -цадз. ({х) , приводимъ опять къ данной 
фун!сц1и; также 

2ДУ(а;) = А^)+С; 

т. е. сгм1111рован1е разности данной функд1и приводнтъ къ самой функщи, 
если не обращать внимашя на придаточную постоянную ([юстоанкую, 
въ смысл* раньше обълсненномъ); короче это выражаютъ, говоря, что: 

I. Знаки А и ^ одиаъ посл'Ь другаго взаимно уничтожаются. 

Дал1;е изъ равенства (§ (Э)): 

сл'Ьдуетъ, на оснопан!» предыдущаго: 



ХАЛн^ = Ап^='^ЛАи 



но п^^^А''^:'; СЛ'ЬД. 



или полагая Ап^^у^: 



^2Л'*^ = 2-4Лг<,, 



отсюда ел4дуетъ, что: 

1Г. Достоянный множитель можетъ быть выносимъ за знакъ ^, 
подводимъ подъ этотъ знакъ. 

Еще мы им'Ёли въ § 9: 

суммируя об'Ь части нолучимъ отсюда на оспован1И (I): 



р; + ^:. — ■^»^« = 2 А ц"^ + д г, — Д Жф 



или, полагая: 



р. =2»,; П = 2»-/, и',=2«--,. 

И им4я опять въ виду предложен1е 1: 

2«, + 2», - г». = 2('«. + .. - ».) . 



III. Интегралъ въ конечннхъ разностяхъ отъ алгебраической суммы 
функц1Й (вторая часть госл-Ьдняго равенства) равняется такой же алге- 
браической суим'Ь интегралоиъ въ конечаыхъ разиостяхъ отъ отд4ль- 
ныхъ слагаемыхъ (первая часть его) — если не обращать вниман1я на 
произвольную постоянную, которая заключается въ самомъ понят1и не- 
Ч опред'Ьлепнаго интеграла въ конечныхъ разиостяхъ. 
15, Въ § 10 мы им'Ьли, дал'Ье, что если 



(1) 



».= 



А», = «,А«>,+«',+,Л«. 



I 



суммируя об^ части и приникая во внимание предложен1Я I и III пре- 
дыдущаго §, мы будемъ ииЬть: 



2 Д У:, = Ух = 2«1 Д М»! + ^З"!-]-* Д "^ 

отсюда по (1) получимъ: 







1 




(8) 



гд'Ь дг^ обозпачаетъ какую либо изъ функц1Й имЬющихъ V^ своей 

разностью, обращающуюся в^ь пуль при н'Ькотороиъ значенш х^а; такъ 
какъ эта последняя величина не играетъ никакой роли, то ее обыкновенно 
овускаютъ, оставляя одинъ верхн1Й пред^лъ; внося тогда изъ (4) и (5) 
въ (3), получимъ такую формулу, называемую формулою суммировангя по 
частямъ; 






1«.'.-'.Ь-^(1М 



(6) 



?' 



эта формула позволлетъ просуммировать произведете двухъ фупкд1Й 
"Л. ^'^^^ "ы съуи'Ьемъ просуммировать множитель V^, и функщю 

96, Првм-Ьнля формулу (6) суммиро11ан1я по частямъ къ выражевш: 

2 «.а'". (П 



получимъ другую форкулу, которая нредставляетъ дакъ бы обобщен1е 
этой. Мы им^емъ слерва по (6): 



2«.АЧ = «,А'-"'г.,-2д«,. Л''"'»^,; 



потонъ ПО ней же: 



2дЧ' а''"Ч+» 



= а'»,.а''"Ч4 



-2аЧа'- Ч+«. 
-НаЧа'-Ч^.,, 



2л'-'», . д,^;-,. - А'-'«, . Жн-гг. - 2 дЧ ■ 



(2) 



(3) 



^^^к 




ч 
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Р.+ ''.— ч'. = 2(до.+А'' 


.-А^.): 




или, лолагап: 






о,=2».; У,=Ъ,; К 


= 2»„ 




и им4я опять въ виду предложен1е 1: 






2«.+2^-2.», = 2(»,+ 


..-4 




Т. е. 






■ III. Интегралъ въ конечннхъ разностлхъ отъ алгебраической суммы 
Н функщй (вторая часть посл'Ьдняго равенства) равняется такой же алге- 


■ браической суммЬ интегралоиъ въ конечныхъ 


разностяхъ 


отъ отд^ль- 


Щ ныкъ слагаемыхъ (первая часть его) — если не обращать 


вниман1я на 


Н произвольную постоянную, которая заключится въ самомъ 


понятш не- 


К|^^опред*ленааго интеграла въ конечныхъ разпостяхъ. 




Чы* 95. Въ § 10 мы им4ли, дал^е, что если 






0) !/. = «.■"■.- 






то 






(2) А2/. = м.Лгг, + №,+„Л'( 






суммируя об'Ь части и принимая во вниман1е предложен1я 
дыдущаго §, мы будемъ им4ть: 


I и Ш пре- 


2Аг/. = 2/. = ЖА«', + 2»- 




отсюда по (I) получишь: 






® 2«,.л.1-. = »..«-.-2«--.+. 


Аа.; 


^ 


если ПОЛОЖИМ!, теперь 




■ 


А".™",. 




■ 


то будетъ 




1 
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^+. =!''.' (3) 

либо инъ функщй им'Ьющихъ у^ своей 

разностью, обращающуюся въ пуль при н'Ькоторомъ значен1и х = о-; такъ 
какъ эта посл'!1деяя величина не играетъ никакой роли, то ее обыкнопенно 
опускаютъ, оставляя олииъ ве|1хн1н пред^лъ; внося тогда изъ (4) и (5) 
въ (3), получимъ такую формулу, назыБаемую формулою еуммиуовангя по 
частямъ: 



обозпачаетъ 









(6) 



?«■ 



получимъ другую формулу, которая представляетъ какъ бы обобщен1е 
Ми ил4е.мъ сперва по (6): 



эта формула позволяетъ просуммировать произведете двухъ функц1Г! 
и^}^ , ^'^■''* "" съум^емъ просуммировать множитель у^ , и фупкц1ю 

96. Прии'Ьняя формулу (6) суимироиаи1я по частямъ къ вырал1ен1Ю: 

12...ДЧ (1) 

получ 
потом 
I 



потомъ по ней же: 



2». дЧ = »,Д'-"Ч - 2 д«. . д''-'Ц; 

же: 

2 д». . д'-"' V,, = д», . л'-" V. - 2лЧд''"'",+« ■ 
2 дЧ ■ д'-"Ч+!» = ДЧ • А''"Ч+», - 2 дЧд'" '«^а» 



2д'' '»,■д^■,+^:;,-„=д'■ 'и,./. 



-2дЧ.-^,,; 



(2) 



(3) 



I 



вставляя изъ каждой формулы въ лредыдущую и иаконецъ ко (2), мы 
солучимъ: 



(4) 



Ъ'Л\ = ".а'"'*'. - А!', • А'- Ч+;, + А\ . А'-"Ч+; 
-. . .+(-1)'-^'л'~Ч.г-,+,:^ + (-1)'-2АЧ.^-'+ 



Если п^ есть ц'Ьлая фуЕкц1я степени не выше Я — I, то Д*«^.^=0, 
и во второй части не будетъ послЪдняго члена, содсржащаго сумму. 
Отсюда заключаетъ, что по этой формул'Ь всегда можно просуммировать 
данную фунЕц1ю, когда ее удастся представить въ вид!; произведеа1я 
полннома"'и*которой степени /г на разность ^4которой функщи'норядка 
не виже /<+ 1 . 

Значеше аргумента (независимой перемены) х во вторыхъ множите- 
ляхъ второй части предыдущей формулы нредставляютъ возрастающую 
аривметическую прог[Юсс1ю съ разностью Л, тогда какъ въ иервомъ мно- 
жителе аргументъ везд'Ь х', есть и другая формула того же вида, ко 
въ которой значен1Я аргумента х въ нервыхъ мнолЕителяхъ нредстав- 
ляютъ убывающую аривметическую прогрссс1ю еъ разност1ю к, тогда 
какъ по вторыхъ множителяхъ оно постоянно =^ х . Чтобы вывести эту 
формулу, мы зам'Ьтимъ сперва, что, если 

у^ = и^ . гс^ , 

то точно также будетъ 

А|/, = «^* Агр^ + м',Дм^ ; 

откуда суммируя и перенося второй членъ въ другую часть, получимъ: 

2 «,+.л«.-, ="..«■.- 2 ».Л»,; 

перем'Ьпяя зд^сь въ п^ переменную х на х — Л, будемъ нмЪть: 
(5) 2«.- А";, = «,_,.«; -2 «;,Д«,_,; 



паконецъ, полагая А^'^^^'х' ''л^Д- 
мулу суммщювашя т частямъ: 



(6) 



5^1)^ , получимъ 




ГСъ 110М0Щ1Ю ЭТОЙ фс 
гцмъ, какъ пыше, так} 



Съ 110М0Щ1Ю ЭТОЙ формули, применял ее къ фтвкц1и м^Л'^^ , полу- 
'шмъ, какъ пыше, такую формулу: 



-Аи^^^А'- Ч+АЧ-мА'- Ч- 



(7) 



которою пользовался Ак. Чебышевъ въ споемъ ыемуарй лОбъ интерпо- 

лироиап1и", 
Г-^ 97, Разсмотримъ теиерь главп4йш1е случаи, когда возможно получить 
'сумму данной функцш въ коаечномъ вид-Ь. Во иервыхъ всегда можно 

лросумнировать ф8ктор1Эль: 

2/-'". (1) 



Л] 

1 1':^ 



= пКх 



полагая зд^^сь и — 1^=1и, мы легко иолучимъ отсюда: 



(».+1)Л ' 



(.'уммируя это равенство, применяя ко второй части нредложен!я II, а 
загЬмъ I § 94, м|а будемъ имЪть: 






' (т+1)к 



'+С: 
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т. е. чтобы найти сумму фактор1эля, надобно степень его увеличить на 
единицу, и разделить на нова1'о показателя и на Л ; зат4иъ придать 
произвольное постоянное. — Эта формула в-Ьрна и для отрицательныхъ 
фактор1элей, въ чемъ читатель молсетъ убЬдиться такимъ же образомъ, 
такъ что, полагая т^ — м, мы будемъ им'Ьть: 



9 



2.-= 



(»— 1)Л 



+ 0. 



Эта формула терлетъ смыелъ только для /«=^ — 1 (или и=^1), и 
сл4д. фактор1Эль'. 



не ноасетъ быть просуммировать въ ионечаомъ видф, а потому функшя, 
имеющая х^ ' своею разностью перваго порядка, можетъ быть только 
обозначена такъ: 



(*) 



2«'- 



Прим^чаше. Если имЪенъ просуммировать единицу: 1 , т. е. найти 
^1 , то замечая, что по условт § 12 икйемь а;'"'*'^= 1 , мы можемъ а 
эту сумму ыаити по формул* (2); именно: л'"'''-^ 



(5) 



1г^1.»^д+с 



* в^. Ум4я суммировать фактор1эли, мы можемъ просуммировать и цЬ- 
лыя фупкцга и дробныя, знаменатель которыхъ есть фактор1Эль, (по- 
сл4дщя съ указаннымъ ограничен1емь). ДМствительно, разлагая дан- 
ную ц4лую функцш и^ степени п по фа1:тор1ЭЛЛмъ, мы будемъ им'Ьть 
(си. § 14): 




^У А"'« ^(т*). 



) т''-Ь"' 
а потому на освоваиш общихъ предложешй § 94, мы будемъ им'Ьт! 






а это по фориул-Ь (2) иредыдущаго § приведется къ такону рапееству: 

Ь«- Л (,,.+ 1)1*-+''' + " 

1С (й^ 
Въ частности, когда «^ ^ ж" , мы ияЬемъ: ^^^^ ' I 



У^-_У А'О" (.+4., , ^ 



(3) 



Если А ^ 1 , то эта формула приметъ такой видъ: 
"'"" Л" О" ,«+1, , 



1^--1 



(,«+1)! 



" + С, 



(4) 



гд'Ь лТ-т- Ш+1-ЫЙ фактор!эль съ разностью к^ I . Исчезающая вм'Ьст'Ь 
съ а; сумма выразится такъ: 



И-Ё 



(«+1)1 



X ^ Л^^ 1 , 



мы бул^иъ им^ть: 



ЧЧ| 99. По этой формул'Ь находятся суммы одиааковыхъ степеней нату- 
н I ральныхъ чиселъ отъ О до какого либо числа Д'. Полагая въ этой фор- 
^Н мул'!^ въ верхпемъ пред'!>л'Ё: 

^Я мы буде! 

Г 



1'--^ 



-з• + ...+N• = 



1г^ 



Тгмомандрицкгй, Курсъ теории конечн. разностей. 



1 
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или шлшсыная ф.1ктор1эль (^^+1)*'""'"" полпостш: 




1" + 2" + з" + ... + ;у" = 




'^' = ''^ ^^^, (Я+ 1)Ж»- 1) . . . (Л'- .„ + 1) . 




Полагая зл1'.сь «= 1 , 2,3... лолучимъ суммы иериыхъ, вторыхъ, 
третьихъ и т. д. степеней натура.1ьвыхъ чиселъ но порядку отъ 1 до IV . 
Для и = 1 им'Ьемъ: 




(3) 1 + 2 + 3+.. . + 1« = ИЩ)?, 




ибо и( = и 1 ; а 




Д»0'-0" = 0; 4о1 = 1'-0'=1. 




Дал'Ье для » = 2 имЬемъ: 




1 р^2•■ + 3' + ... + N' = 




'*' 1 - л;°^ (N+ 1) + ^;»^ (^ + т+ ^;» ^+.)ж« .); 




но 




доо'=о!=о-, Д1о'=1"— 0'=1; Д'0>=2'— 2 . 1'+0==4— 2=2; 




потому въ (4) вторая часть приметъ таЕОЙ видъ: 




^(Л'+1)Ж+-|-(Ж+1ЩЯ-1)=Щ^1^(3+2Л-2)= 




(Л'+1)Ж2Д'+1) 
31 




и слЬд. будетъ сумма 




(5) ,.+2.+в.+ .., + я. №+>№(2^+.). ^ 


1«н 


100. Суммы кнадратовъ и кубовъ натуральныхъ чиселъ отъ 1 до N 
можно получить легко и не прибегая къ общей формул* (2) предыду- 
щаго §. Мы им'Ьемъ: 


ь 


х'^ = х{х — ^)-\-х; 
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-ч 


сл'Ьловптельно 


\ 


Л'+1 Л'+1 К+1 


(1) 


но 




^ 2 


(2) 


какъ то известно и изъ э.1емептарвой алгебры; дал4е 




2* .н[^:]"' ^^-п"-"^ ^^^- 


^ (3) 


внося отсюда н изъ (2) въ (I), получииъ: 




Л^ 2 ' 3 6 ' 




т- е. 




,= + 2-+з'+... + 2Р-'''+"'';='^'+", 


(4) 


КЯЕЪ И выше было найдеко. 




Еще им^енъ: 




^-з = ^(д._1)(д,_2) + 3^2_2д;; 


(5) 


суммируя об'Ь части отъ до Л + 1 , будемъ им4ть: 




Д-+1 Л'+1 Д'+1 Л-+1 


(6) 


ВНОСЯ сюда им4сто суммъ квадратоп-ь и первыхъ степеней натуральныхъ 
чиселъ ихъ найдепныя выше звачешя, (формулы (З) и (2)), а также 


им4я въ виду, что 




1^ 1)(. 2) («+т(N-Ш-^-)_ 


а, 1 


ны будемъ им'Ьть: 




В 


1 



/. * 'а г л г, ' 7. - 



— {??— 1)(Д'-2)+4Я+2-4 



_(л+да 



|"л»+д1 - 



(8) 



2."=.'+2>+з-+...+л"-('-^Щ»')'; 



и; 

I 



это на осаован1и (2) можно еще и такъ написат!.; 

ЛЧ-1 .ЛЧ-1 ,^ 

(.9) У ■^^'"2^ Г' 

т. е, сумма куоовъ натуральпыхъ чиселъ отъ 1 до ^У включительно ряи- 
нлется квадрату ихъ суммы. 

101. Формула (о) предыдущаго § споджтъ кубъ х къ линейной фунг;- 
цш третьяго фактор1Элн и нисшихъ стеиеней, т. е. квадрату и первой; 
это обстоятельство позволило вычислить сумму кубовъ, когда были най- 
дены суммы квадратовъ и первыхъ степеней х; подобную общую фор- 
мулу, которая сводила-бы суммнрован1е какой либо степени къ сумни- 
ровашю нисшихъ сте(1еней и фактор1Эля той же степени не трудно вы- 
вести. Д'Ьйствительво раскрывая фактор^эль степени п, будемъ им1;ть: 

х^'У'^х(х—\){х~2) . . . (ж— (и— 1)) = 

'-{1+2+3+...+^^^)а:''"'+(1-2+1.3-|-2.3+...+;^^.;^=2>''-' + 

+ ... + (— 1)"1. 2.3-...,"^=^; 



отсюда взявъ х , яолучинъ, просуамяровавъ: 
I 1 +...-(-1)"1.2.3...;;^2.1", 



формула, сводящая вычислеп1е суммы п-ыхъ степеней х на суммы нис- 
шихъ степеней. Однако эта формула не столь изящна и удобна какъ 
формула (2) § 99. 

102. Если дано просуммировать фувкц1Ю 

гд4 «^ ц4лая функшя; то разлагая ее по фактор1элямъ, мы дадимъ ей 
такой видъ (см. § 1а (10)): 



^^^^^^^^^ — 133 — 


^ 








^т 




(2) 








^Ш у^х—р—Ы: 2 = х — 2^^■ 


(3) 


^ж Такъ какъ й:'"'*'=1 (§ 10), то средн1Й членъ можно такъ написать: 


Н А''"ц 10 Л) . 




1 




V тогда по фп]1мулаиъ (2), (3) и (5) § 97 мы будемъ нм^ть: ■ 




у^. уч. "^1 Д-.. 8,'-"— ■"*' Л'-'«. у ,-,. 


+ 




■■■ ■ +р-'"'"+ 




(4) 


, у" Д-». »'-'+■'" 1 „ 




^ 


Н гд4 мы отъ первой суммы отделили членъ, отв'ЬчающШ 3»=^)- 


- 1 , ибо 


^В онъ не можетъ быть выражевъ независимо отъ знака V. Члеп'ь 


второй 


Н строки одного типа съ членами третьей; потому его можво подвести съ 


^1 этими подъ одну сумму, начиная только суммирован1е отъ иг =р 


Бстав- 


Н лял вм4сто у а г ихъ зиачеп1я тъ (3), мы получимъ окончат 


льно: 


Н у «^ "у"' А^щ (эг— ^^А)'"'^-"'-^'''" 




^к +]^г--1:'--^«""+ 


(5) 




^ 



■ 


г 
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■рщр 




Е(^ли р> п, то въ 


этой формуле будутъ только члены первой строч- 




ки, причемъ верхнимъ пред4ломъ будетъ не 


р — 2 , а « , какъ легко 




вид^^ть. 






1»1 


, 103. Переходимъ теперь къ трансцендентнымъ фуекщямъ н начнемъ 


съ показательиой а". 


Мы вмЬли ъъ^Ц: 








Да' = «V-1); 






отсюда 


«"—1 ' 






суммируя, получимъ 1 


по II и I § Э4: 




■. 


1' 


а —1 1^ а — 


- + С; 


1 


итакъ 






1 






• 


1 


т. е. для того, чтобы 


волучить сумму отъ а" у 


надобно эту ФУНКЦ1Ю раз- 


■ 


д'Ьлить па а' — 1 (тогда какъ для взлт1я развости отъ нея надобно бы- 


Г , 


ло помЕюжить на эту 


величину) ц придать произвольное постйяпеоС С. 


И' 


104. Пусть теперь 






V 


(1) 


11^ = \од,{ах-\-Ъ); 


• 




тогда 








(2) !».= 


^ Ыс1х + й) = 1оз ^^{аx + ?>) + С . 




означая знакоиъ 1 1 


произнеден1е множителе» 


г, выводилыхъ изъ стоя- 




щаго за нилъ, давая 


X вс4 значен1я оть а до 


1 какого нибудь х. Какъ 




видимъ, суммирован1е 


1ой приводить опять къ 


1оё, какъ и взят1е разно- 


-сти отъ него (см. §§ 
1^ ,105. Пусть 


23, 24). 




_ 


(1) 


к, = Б1п(ах + (|) 




1 


мы им4ли 


к 


Ш 
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1 


РЧ 


^^^Р Д тп{ах + Я - 2ЯП 5^- 51п /»а, + + "-р^] ; 




(2) 


Нг если ооложимъ 






' ^+«'.+'-г,, 




(3) 


ТО изъ (2) будемъ им'Ьть: 






лф+ь-'-^р] 




(*) 


2™°* 


суммируя об-Ь части, получимъ: 










(5) 




Также вайдемъ: 






Л СП-/,,- 1 ?Л ^ ' 1 Г' 




(6) 


25Ш — 


Эти формулы (5) и (й) покаяипаютъ, что суммы отъ 81п(аа; + ^) или 
соз(я:с4-Ь) найдутся, Еогда мы изъ дуги вычтемъ — — ^, а саму триго- 


нометрическую величину разд-Ьлимъ на 281п-т лМств1я 


обрати ыя 


т4мъ, которыя мы Д'Ьлали въ §§ 25 и 26 для получеа1я разности этихъ 
функций. 
|1^ ^ 106. Если 

м^ = В1п(ад: + Ь)^\й{сх + й). . .т\{дх + А] , (1) 


^Л (а также если нЬкотория кш, или и вс'Ь, верем1;аимъ на соз), то 
^В функщю можно преобразовать въ сумму 8111 и соя различныхъ дугъ 
Н да Ах-^-Ъ, которыя просуммируемъ но правилу иредыдущаго §. 
Н нымъ образомъ, если им'Ьемъ 


ату 1 
ви- 
Р1В- 


^Щ Ы^— 51!1"'л;С05*'д:, 




(2) 



1^ 



ТО, кякъ степени зш и соз могутъ быт!. выражены чрезъ В1иисойкрат- 
ныхъ дурь*), мы опять получимъ сумму члеяовъ вида 

зщах + Ь) соз{ад "Ь (?) » 

которые оплть ириведутся къ суым'Ь членовъ вида ш(Ах-\-Б) или 
соз(^д; + В) . 

- 107. Разсмотриыъ теперь К011й1шац1И алгебраическихъ и трансцендент- 
ныхъ функц|й. Если 



(1) »■, = "'■«., 

гд'Ь и^ ц'Ьлая функщя, то сум)1ироаав1е возможно ио частямъ или по- 
степенно, или сразу по формул* (4) или (7) § 96. Если и^ степени т , 
то полагая въ формул'Ь (4) Я ^ т + 1 , и иы'Ья въ виду, что 

(2) Д'а' = а'(о"-1)', 
откуда для р = т-\-1 

13) а- 



(«■-1)-^" 
МЫ получимъ: 

^^' ^ ' (о'— 1)-+' («''—1)"+' (а -1) + 



скобки, мы будемъ ии-Ёть окончательно: 



(4) 



+ (-1г(т|^)"д"'«,! + С. 



*) См. Кратшй курсъ Высшее Алгебры. М. Тихомандрицкаго. Харьковъ 1887 г 
стр. 22. 



^^^^^^^^в^ 
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Щ 


Ш ^Л08. Также 


точно можно иросуммировать функцш: «^5ш(аж + Ь) и 


™ и^^05(аx^Ъ), 


, если п^ есть ц4лая функц1я стеиенн т. 


Чтооы это 


сд'Ьлать, папищемъ сперва формулу (4) § 96 короче такимъ 


ойразомъ: 


Ь-\ 


= 2 '(-1)'дч. д'--'''»,^,+(-1)'2;лч-. 


ч»; (1) 


если и^ ц'Ьлая 


функц1Я степени т, то, положивъ ^ = т-|-' 


1 , мы иолу- 


чимъ формулу 


въ которой не будетъ непросумиированнаго члеиа, именно: 




.=0 


(2) 


Зд4сь мц должны иринять 






Д'"+Ч = зш(йж + Ь). 


(3) 


Если ии'Ёеиъ 




• 


г^ = Снш(оа; + /?), 


(4) 


то 






д"+' 


.,-с(2.„°,*)'"".п(„. + . + .,.+ :«"+') 


; & 


сличая это съ 


(3), .находимъ, что должно принять въ (4): 






г- ' 


(6) 




в 








^ = 6-(,.+ 1)^; ■ 


(7) 


прияявъ это, изъ (4) будемъ вм4ть: 






5ш(о1 + Ь-(«+1)?У^) 






(8) 


'■ иг 


Беря отъ эг 


ого Быражен1Я разность т — г-го порядка, будемъ им^ть: 






переменяя здЪсь х на ж+г'й, получимъ: 



2.т^^ 



ИЛИ оковчательно 



I 



внося изъ (10) и (3) во (2), получимъ: 

подобная же формула имеется и для цог(аж -|- 6) : 

'=" СО!- иэ:-1-&-|-(» — I) — 7, — ) 

* 10!). 064 формулы могутъ быть также получены ари помощи формулъ 




при помощи этиХъ формулъ вопросъ о нахожден!» ^н^^гпх и ^и^:о5x | 

сведется къ вопросу § 107. Такъ 



1 



^и^созл = — У^^фУ + 2]"/' 



,'Ьсь первая сумма найдется по форму,1'Ь (4) § 107, полагая тамъ 
в = е', вторая— полагая а = е~'; поел* этого только останется подста- 
вить ви^^сто с съ МНИМЫМИ показателлии ихъ выражешя чрезъ 5111 и соа 
в сделать упрощешл. 
§0 ПО. Подобнымъ образомъ при помощи формулъ (1) предыдушаго § 
можно найти суниы вида 



2,и^асоз(ах -\-^) И Хм^а"'й1п((и + &} . 



(1) 



064 заразъ легко найдутся: помножая вторую на г и складываЯ) по 
формул*; 

е" = со?^ + !Я1пг , (2) 

будедъ им'Ьть: 



(3) 



ПОСЛЕДНЮЮ сумму найдемъ по (4) § 107 переменяя тамъ а на яе ; встап- 
ляя сюда, отделяя веществе иное отъ мнимаго, получииъ, сравнивая съ 
первою частью, искомыя суммы (1). Хотя этимъ споеобомъ можно по- 
лучить и общую формулу для случая и^ степени п, но «ы ограничим- 
ся однимъ прим4ромъ, который достаточно уяснитъ прим*неп1е этого 
метода. Пусть требуется наИтп 



(1) 



БИ'Ьсто этого мы ищемъ 



Н 

^Р скрыв 



1^"^г^1^'-ыгт. 



(2) 



По форнул'Ь (4) § 107, перем^'>няя тамъ и на ае , мы получимъ, ра- 
скрывая еще скобки: 



(3) 



(ае"— ])' ' {ае"'-1)' 



помножая каждый члееъ на выражеи1е, сопряженное его знаменателю, 
мы волучимъ: 



(4) 



V 12 1), .41 а'^ с''^ ''' — ае'' (211-1 

7 а (ае ) = -от г ж — 

^ а —2а созЛ+1 



■2й/'*Ч 



а е — За е -\-За 



'^■".•'-и.ч«^+^',/<^+*-> '+2" '(-+2*1 



( 



(а"'— За 1;озЛ+1Г 



-2.1.Д2+С. 



Заменяя зд^сь показательныя функц1и, содержащ1я г, ихъ выра- 
жешями чрезъ тригонометрическ1я, и сраваивая вещественныя части, 
лолучимъ требуемую сумму; [сравнивая мнимыя, получимъ сумму отли- 
чающуюся отъ требуемой т4иъ, что вместо соел; войдетъ К1п^] : 

а"^ С05(лг — к) — а^совз; ,^4, 



V 12 /.| ^ о С03(ЛГ— 

■^ а' -2а' 



сон/(-|-1 



(а^~2а''созЛ-|-1)2 



2.1.Л^+С. 



а'+"'со$(х-П)-^а'-^"-тях^За'+\о^{х-^}1)-а'^\о5{х^2к\ 
(а""- 2а''соз/*-|-1)з 

Н1а 111. Сумма данной функд1и и^: 

какъ тоже функщя отъ х , можетъ быть опять суммируема; сд'Ьлавъ это, 
мы будемъ им'Ьть сумму второго порядка, которая такъ обозначается: 

Такъ какъ 1=3:'"'*' [см. § 12, формула (З)], то 




гд4 м'1=Х<'1 ^'^ть частное р4шен1е; внося это во (2), будемъ им^ть: 

,.01*1 

2»\=.,^^+С^-^+С,; (3) 

суммируя это равенство и означая частное зпачее1е ^(«^ чреаъ 1^, бу- 
леиъ им'^Ьть: 






(4) 



Продолжая суммировать вновь каждый полученный результатъ, мы 
посл-Ь и таклхъ 011ерац1Й получимъ «-ую сумму, или сумму м-го поряд- 
ка, въ такомъ вид^: 



2"""*= (7,+ ^'(л: , С,С, , О,- . . 0„_,) , 



(5) 



гд'Ь Т1^ обозначаетъ частное р'Ьшенхе, т. е. одну изъ такихъ фувкщй 
которыя ии'Ьютъ «^ своею «-ою разностью: 

Д"{7,-,.,, (С) 



Л»,С,С, ,Сг..-С._,) 



(»-!)!;.• 



-+с, 



+0,-^ — ^, + --- + о„ , 

(»-3)!Л"-" '-' 



1.1, 



{п-ПЬ' 

+ о._, , 



(П 



гд4 С, С;, СуС^_.^ проиавольныя постоякныя; делатели фа!Стор1Элей 
по жел1ш1ю могутъ быть скрыты въ произвольныхъ постояопыхъ С и 
проч. Какъ видимъ изъ (5), общее рЬщев1е уравнен1я (6) получит- 
ся, когда мы къ частному его р'Ьшев1Ю Л^ придадинъ ц'Ьлую функц1ю 
степени п — 1 , разложевную по фактор1Элямъ, съ произвольными коэф- 
фищентами, чнсломъ п. Бъ силу этого, переходя къ прим'Ьрам'Б, 
мы будемъ отыскивать частныя р^шентя, и приписывать съ нимъ 
Т'Хж, С, С, , С/'з- . .С,^_(), определяемую формулою (7). 



^ 



м^ 
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•1113. Мы им'Ьли въ § 97 формулу (2): 



^ (.«+1)А ' ' 

полагая 0^=0, мы получимъ частное р'11шев1е: 



(1) 2-"''"-^ 



суммируя это вцражеи1е по этой же формуле, иы поел* «-разъ повто- 
ренной операщи найдемъ частное р4шеаю: 



» 



сл4д, общее р'Ьшенхе будетъ: 

^ ^ (т+1)(ж+2)...(т-Ь)г)Л'' ' ^ ' ' ' - "-' 

Пусть требуется найти 

(3) Х'"'»'- 

по формуле § 103, будемъ им'Ьть: 

отсюда чрезъ повторенное суммировате находимы 

^ (4) 2'"'»'= ттг:^ +''<•' . с , с; , с, . . . с._,) . 

Пусть требуется найти 
мы видели въ 105, что для того, чтобы просуммировать 51п{ах-\-Ъ) 
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му, нужно только повторить эту операц1ю и-разъ; ел'Ьд. въ итог* умень- 

йА + л , /^ . аА\" 

шить аргументъ на п—т — , и результатъ раздълить на [Звш- I ; 

мы 110лучи«ъ тогда частное рЬшен1е; придавая Р(С, С;, С^' • ■С„_,), по- 
лучимъ общее р4шен1е такого вида: 



Я 



> 51ъ((1Х-\-Ь) = 



У соз{аа; + Ь) = 



вш ( ях ■ + Ь — п 



ак -\-^\ 



-+Щх,С,С^...С,_,); 



г + Ь- 



ак + х 



-+Е{х,С,С,...С._^) 



(5) 



11^,]13. Если ум^емъ находитькратные интегралы отъ «^, и разности г^. ^ 
то можно найти 51"а:-''1 " ^'"'м^.)!^. Мы вывели пъ § 95 такую формулу (6): 



2«л = ''.2".-2(2".1Л''.; 

ПО ЭТОЙ самой формул* найдемъ: 

^2(2-,..)лч=АчГ.'.-2(Г".)-"".^ 

поставляя изъ каждой формулы въ предыдущую, получимъ: 

+ . . . + ^-^^^А-\^;'..+^-^^ 2 (Г' ■■-) АЧ ■ 



(1) 



(2) 




» 



НЧ- 



Если «^ аоляноигь степени я — 1 , то последняя суыиа ^ О , и инте- 
гралъ л'Ьвой части будетъ найденъ, коль скоро будемъ ум^ть находить 
кратные инте1'ралы и^ до порядка п. 

114. Возьнемъ теперь сумму отъ (2)-во второй части отъ каждаго чле- 
на порознь по формуле (2), доводя до суммы п-го порядка отъ к^^ 
получимъ: 






■уИ,( 4, 



'.5'"".- 



•+(-1Г'д""Ч 2'"Ч+(-1)""'2(2'-'»,)д" Ч 
. +(_,)•-' д"-',;+2>'ч+(--1)--'2(2'"'''.)д"'''. 
.+(-1)"-'д"-Ч 2'-Ч+(-1)" 2 2"Ч А""Ч 



(1) 



+(-1)"''л""Ч 2'"'»-+<-1)""'2( ^''-^Д"'"- 

+(-1)-'2 2'-'".)Д -. 
+(-1)''2'''(2"ч]аЧ. 

, им4я въ виду, что А ^ С| , 

2'Ч''.=''.2"'».-с,' А1>,2''Ч+с; ДЧ2'"".-- ■ •+ 
+(-1)"-'сг' д"'Ч 2"Ч+(-1) сг 2(2'"'«.] А ».+ 
+ (-1)"2"'(2'"ч)аЧ 



Суммируя эту формулу, каждый членъ второй части опять по фор- 
мулЬ (2) предыдуп;аго §, доводя до суммы п-го порядка отъ м^, ио- 
лучимъ, им4я въ виду формулу (3) § 36, следующую формулу; 

...+(-1)"-"(5-'д"-Ч2'"'»,+(-1)"" С5*2 2'"'«.)а"^Ч+ 
+(-1)""'с;'2'={2"ч)а""'''.+(-1)"2'''Г2"ч]д"';,- 
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Продолжая это, приходиыъ въ такой формуле: 



Ф. 






2'""«л=«'«2 •"ч-с:-1а«'.1:<'*+'ч+с:1;ач2"^ч-- • •+ 



«4-»» — »яЛ 



1Р-[-и -т-|-1А\ 



(_1)— •+2с«_,2(2)/ 2'-)«и"-"+Ч+...-Н-1)"2*"''Г2<-'««]дЧ- 



Для доказательства этой формулы остается показать, что если про- 
суммируемъ ее еще разъ — каждый членъ второй части па формул-Ь (2) 
предыдущаго §, то получится формула, которая изъ этой выведется 
чрезъ перем-Ьну т на т-^1. Доказательство это, какъ не представляю- 
щее никакихъ затруднен1й, предоставдяемъ выполнить самому читателю. 
Формула эта дана еще Хдйлоро|1ъ, но ;р^сколько въ другомъ ъщ% ло^ 
•торый получится отсюда на основан1и того 8йм4чйн1я, что '^, 



(3) 



е^«-с^_,; 



(4) 



яо этой формул* будетъ именно: 






►-1 



• • • Чп-1 — Ч,_^ ; С^,_1 — С^_,„^1 , и т. д. 
н потому формул*]^ (3) можно дать такой видъ: 



X 






х-{-2к 

(т+2) 






х-{-п—тк 






«-{-л— »»-|-1А 



п— т-1-1 






п— т-|-1 









(5) 



и' 



нижн1е указатели С идутъ возрастая до п, оставаясь всегда равными 
показателю порядка разности отъ V^ въ томъ же член*. 

115. Въ стать* „О н-Ькоторыхъ прилбжен1яхъ общихъ функщй Бер- 
нулли", (приложен1е къ Ы1 записокъ Импер. Академ. Наукъ, стр. 14); 
Ак. Имшенецк1й далъ формулу, для преобразован1я кратной суммы п 

Тихомандрицкъй, Курсъ теор1и конечн. разностей. 10 
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простую, аналогичную формул* преобразовашя кратнаго интеграла въ 
простой. Пусть: 



''^П^.я), 



гдй ж Т1ъ Дх, у) играетъ роль параметра, и прираш,еп1е у есть Л = 
Дакая X прира1цен1е Дх =^ Л , будемъ им4ть: 

вычитая отсюда (1), иодучимъ: 

Р' ' ■' 

—формула аналогичиая формул* дифференцирован1я оаред^леннаго инте- 
грала по параметру. Цримемъ теперь въ этой формуле 



Г 



тогда 

внося изъ (5) для 1^^ 1 въ (3), будемъ имЬть: 



(6) 



А^.-Ь(^^^(^-Г 



ибо {(х-\-}1 , х) = , такъ какъ второй множитель въ (4) при х — у = ^ 
обращается въ нуль; но т*мъ же свойстиомъ по (5) обладаетъ и А*/(а;, у) ; 
а потому прим'^.олл постоянно формулу (3) къ каждому имеющемуся по- 
лучиться результату, придемъ наконецъ къ такому окончательному: 




А-Ч=Х-„ 
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откуда получинъ: 

Отсюда сл4дуетъ, что 

ОДНО частное р4шен1е' мы получимъ, вставляя значен1е Цх^у) нзъ (4) 
въ (1); оно будетъ 

« 

придавал къ нему Р(х^ С?, Сь .•, С^х) — цЬлы9 полиномъ степени 
п — 1 [(7) § 1П] , мы получимъ общее выраженхе фунщ1и ^г , удовлетво- 

ряющей 7слов1ю (8), т: е. общее выражеше ^^''^ , именно: • 

« 

2 **=2(^ ГТ^^^ «.^+1^(^.С,Сь...С._,); (11). 

ЭТО и есть искомая формула; она лишь обозначешемъ отличается отъ 
формулы (27) стр. Л 6 цитированной выше статьи Ак. Имшенецкаго, и 
представляетъ полную аналопю съ известной формулой интегральнаго 
исчислен1я: 

^]пх)Лх'' = Гл») ^7^)г' ЛУЛ- 0*"''+ ал;"-Ч. . . + С„_1 . *) (12) 



*) См. напр. Нойе1. Соогв де са1си1 ш&п11ё81та1. Т. II. Рапе 1879, р. 396. 




Соотношен1е между суммою и интеграломъ; 
Формула Макпореня. Формула Стирлинга. 



\\(» 






116. Въ виду чрезвычайной ограниченности числа случаевъ, когда 
суммироиан1е иожетъ быть выполнено въ конечномъ вид4, формула 
выражающая соотношенхе между суммою и интеграломъ, къ выводу ко- 
торой мы тенерт. нереходимъ, прюбр4таетъ и ирактическ1й интересъ, 
такъ какъ позиоляетъ сводить суммирование на интегрирован 1е, удаю- 
щееся въ гораздо бол1>темъ чиел'Ь случаевъ. КромФ> того эта же формула 
можетъ служить для приближеннаго вычислетя опред'Ьленныхъ инте- 
граловъ. Формула эта дана въ первый разъ Манло2>енемъ*], потомъ 
была внонь выведена Эйлеромъ**), (почему многими называется и до- 
селй формулою Эйлера). 

Маклорень и Эйлеръ дали свою формулу безъ остаточпаго члена 
согласно тогдашнему соетоянш теор1и рядовъ; въ носл'Ьдст1!1и, съ раз- 
вит1емъ этой теор1и обнаружена была необходимость раземотр'Ьв1яоста- 
точнаго члепа. 

Въ первый разъ остаточный членъ этой формулы былъ данъ Пуассо- 
иомъ ***), но при помощи однако средствъ, чуждыхъ разсматриваеиому 
вопросу; первый надлежащей выводъ былъ данъ Остро'/радекимт, ****)• 
позже остаточный членъ былъ полученъ вновь Мальмсшеномь *****) съ 
Н0М0Щ1Ю почти тождествен наго анализа который и вошелъ въ курсъ 



*) МасТаипп. Тгеа118е оГ Гихшп. ЬоиДоп 1742. 

••) Еи1ег. ^. Хпэишиопеа Са1саи йШегепиаИз. Рагз роаЬепог. Сар, V § 115, 

**') Рохйвоп. Мето1ге виг 1е са,1си1 (1ев 1п1Ёега1ез ДеГт!е8. {Ыёто1гез йе 1'Дсайега1е, 
1823 р. 571). 

•"•) ОзЬтодгаИвку. Мёто1ге виг 1еа ^1ш^^^аги^еа йЁГшея 1|1 1е 23 Аой{ 1839. На- 
печатано въ некуарах* Акадеиш наукъ въ 1841 шду. 

•**") Ма1тв(еп. Сге11е. Ы. 35. 1847. 



"7 
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разностнаго исчийлешя Буля*) и въ курсъ анализа Шлёмильха**). 
Простой и изящный выводъ формулы Мавлореня съ остаточнымъ чле- 
номъ дадъ Ав. В. Г. Имшенецшй въ статье ,0 фунвщяхъ Бернулли 
и выражеши разности между однонред^ьною суммою и интегра- 
лоиъ*9 помещенной въ ученыхъ вапясвахъ Имп. Базансваго универси- 
тета за 1870 г.***). Мы будемъ въ нашемъ изложеюи въ существен- 
номъ, особенно въ начале, придерживаться ыемуара Остроградсваго, 
дополняя потомъ по Шлбмильху, Булю, Имшенецвому и другимъ. 

117. Исходной точвой нашего вывода будетъ служить опять, вавъ и 
во И-ой тл&в^ при выводе вы1)ажен1Й разностей высшаго порядка 1резъ 
производныя, система уравнешй (2) § 40, воторую [безъ посл^дняго урав- 
нешя, но съ присоединен1емъ уравнешя (5) § 39] мы ещб^]^азъ 8Д']^сь 
выписываемъ: « 

Л^ " , А^ '" , , }Г (т) { , «1-1-1 Г ^ 






А«,= 



(1) 



* ' 1.2 * ' ' (т— 1)! * * ^о^пг—^)^ *+* *^' 

,«•-2 С^ т-2 






1 1 «*аН-Л-А»^^ 



Помноживъ эти равенства по порядву на 1, на ^1%, на Л^Н^^..* 
последнее на Л^_^1^~ и взявъ сумму этихъ произведен1Й, мы получимъ 
тавое равенство: 

(2) I р1 

гд* 



*) ВооХе е. ТгеаИзе оп 1Ье Са1са1и8 оГ Япке Шв'егепсев. ТЬЫ ес1Шоп. Ьопс1о11 1880. р. 149. 

**) ЗМбтИсН, СотрепсЦшп дег ЬдЬегеп А11а1у818: 2-е АаДа^е. ВгаапвсЬ^е!^ 1874. 
Вс1. II (Вхе Веп1ои111'8сЬеп Еапсиопеп ипА (Не Ьа1Ьсопуег^е111е ВехЬеп. р. 207). 

***) [Вошло въ книгу НойеРа: Соига ее са1оа1 тйш(ё811па1. РаНв, 1878. Т. I, р. 
473, § 495]. Сюда же относятся и сл'1^дующ1я работы того же автора: „8аг 1а ^ёиёга- 
118а1:10п Дев <6пс110118 де Т. ВеглопШ". Мёт. де РАсас!. 11пр. де8 8С1еп8е8. 1;. XXXI, 
ТП. вепе 1883. и „О н^которыхъ ори^^ожев^яxъ общихъ фун'кц!^ Бернулли''. ЬИ тоягъ 
записокъ Имп. Академии Наукъ. Опб. 1886 г. . 



♦ • 




(3) 



^(.,».)=^+Д 



■'(т 
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(т— 2)1 




I 



— БОгда опред4лимъ коэффищенты Ль А^, Аг-'-А^_^ изъ уравпе- 
нев1Й, получаеыыхъ отъ приравииванш нулю коэфф11ц]ентовъ при 
ьС^, ы^",. . .м^""" въ имеющемся получиться равенстве, Именно ивъ урав- 
нешй; 



I 1 



(« 



' + А>=0 



-+-й-+^^='' 



-+^4, = 



-+(-^ + (;^. + (-^з^+-+^- = °- 



1 



ч 118. ЦЬлая фуякц1я степени т, определяемая формулою (3), въ ко- 
торой коэффищенты опред'Ьляются иаъ ураинен1а (4) предыдущего §, 
называется функцгей Бернг/лли *); настоящШ § мы носвнтимъ иэложе- 
Н1Ю глаиныхъ свойствъ ея. Во «ервыхъ прямо шъ опред'Ьлен1я Бер- 
нулл1евой функц1Л ({3) нредыдущаго §) ^ видно, что 



(1) 



95(0,т) = О; 



подставляя въ (З) вм'Ьсто г единицу, на основан1Н послЪдняго изъ (4), 
иы будемъ йнЪть: 

( 

(2) (р(1,т) = 0. 

Дал4е, беря производную отъ об'Ьихъ частей у), иы будеиъ им^ть: 

(3) »>.»•) = ,1^, +Л, ,-^, +А, ^^~+. . . +А,_,.+Л.^, , 
Т. е. по обозвачен1Ю (3): 

(4) 9>'(е,т) = <р{г,т—1)-{-Л„_1. 
Дифференцируя это равенство, будемъ иы^ть: 



■) Бертранъ на^швяетъ <!||у|1К1[1еб Бераудлп ]фОнэаеде111е нани т1 
1т — 1)!, ГОлёкнльи. — на м1 ; ко иы предпочитаем-ь 011редЬлен1е 1 
Ак. Лншенецкииъ, оЛо^швчоа однако фуиищю но Шлёиильх}-. 



I 
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^''(ет) = 9>'(и,т — 1) ^'ф^т — 2) + Л„_^'; 



(5) 



продолжая дифференцировать последовательно каждое получающееся 

1)авенство, найдемъ: 

» 

9>"'(е,т) = д>(е,т — 3) + .4„_8 , 

9>^(г,т) = ф,т — 4) + А„_^ ^ 

(6) 






9'"^,^) = 1 . 



ибо 



д>(г,1) = г, 



Г 



какъ то сл4дуётъ изъ (3) предыдущаго §. т-. ■ • 

Полагая въ (4), (5), (6) ^8^=1, и им4я въ виду, что (2) им-Ьетъ 
11']^сто для всякаго т > 1 (по (4) предыдущаго §), а по (7) настоящаго 



<Р(1,1) = 1, 



(8) 



, I 



\ 



ны получимъ для производйыхъ отъ <р{е^т) при ^е^ = 1 сл4дующ1я зна- 
чен1я: 



9)'(1,т)=Л^^1 , я>\1^ш)=А^_^, д>''\\,т)=А^^^^ 



Я> 



("•-2),, ^ч 



^<'»-1)/'1 ^\^ 



(«)/ 



(1,т)=^2, <Р^'^~^Ч1,»»)-1+Л1, <Р^'"Х1.^)=1. 



^9) 



Изъ нихъ по первому изъ уравнен1Й (4) предыдущаго §, значеше 
производной т-г-Ьго порядка иолютъ бнггьчещд такъ предежа^леао: . 



9Р^'"-'>(1,т) = -41,: 



М'..' ■■; 



I . ■»• 



(1.0) 



Разлагая теперь я>{е ^т) по степен^^мъ ^р— 1 до стщ^. Тэ^Др%,,Э 
располагая члены въ обратномъ порядке,, на 0(;црвац1и (2)., (^} я (тЮ) 
МЫ получимъ такое выражен1е для этой функц1и: 



.»*-1 



.т— 2 



( л (г-1Г , (^-1Г"' ^ /(^-1)Т , 



т! 



(«»— 1)! 



(т-2) 



^ш— 3 



+^. Т—5ЧГ +• ' .+Л-.('^-т1) . 



(И) 



И 



1 ■■ ' 



(т— 3)! 
119. Полагая зд^сь ^е^^=0, мы получим'ь для т ^етнагО, т^^^р'. 



■ для т нечетнаго, т ^ 2р -\- \ : 



(2)- 



А: 



(2^+1)1 (2р)! (2;,-1)! ^(22,-2:1 (2р-3)1 



+«;г_ 






А^ 



-1=0; 



+...— ^,=0; 



въ обоихъ равенствахъ, начинав сь третьего члена, знаки + и — че- 
редуются, По.юживъ въ [|ос.1'Ьднемъ изъ уравцен|й (4) § 117 т^'1р, 
и складывая его съ (1) вастоящаго, иы получинъ во разд^леи1и все- 



(3) ^ + 



(2р)1 ' {2р-1)1- ' (2|>— 2)1 ' (2^—4) 



+•■■+- 



полоясивъ въ тоиъ же ураввен1и т^2р-|-1 и складыиаи со (2) ва- 
стоящаго §, получкмъ: 



(Ур-2)! ^ ^2;,-3;! ' ^ 1.2 

Для ^) = 2 , это уравнен1е обратится въ такое: 
ЙЯ МЛ1П. 



ДЛЯ 2) ^= 3 въ такое: 



41 ' 3! 

и т. д.: откуда будетъ сл'Ьдопать, что А^^^Ч: Аь^=^ , ■ • - и вообще 
^2^.^ = 0, т. е. вс'Ь А съ нечетными указателями, начиная съ .^з, рав- 
ны нулю. Если на основан1й этого изъ посл4дняго мзъ уравнешй (4) 
§ 117,полагая тамъ »( = 2р — I, выбросимъ члены, содержащ1е А съ 
нечетпыми указателями, ка1;ъ равные тождественно нулю, то мы будемъ 
им11ть для опред-Ьлен1я коэффиц1ентовъ А съ четными указателями еще 
и уравнев1Я такого вида: 



/-» 1^ I Л1 . А% . А^ 

^У. (2^1-1 )!"^(2р-2)1 "Г (2^-3)!"^ (2^-5; 
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^'+^«-,=0. 



Можно вичислять эти А послЪдовательно или изъ (3), или и:гь (5) 
уравнен1Й. 064 системы уравненШ даютъ гЬже самыя звачеЕ]1я для 
коэффициентов!, хотя и трудно изъ о^ной системы вывести другую. 
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/^ 



120. Дал'Ь^, сани функщи Бернуддцевы для четного и нечетн&го по- 
казателя на основан1и предыдущаго приыутъ теперь такой видъ: 



9)(;8Г,2р)= 



е 



Ч 



2р-1 



•Лх 



Ы 



5 



^-2 



М4; 



г 



2р~4 



2 



^ 



(2р)! • ^\2р-\)\ • ^Ч2р-2)1 • ^Ч2|,-4)1 



"Г'-'Г-^го-г о1 » ^*^ 



2р-2 21 



д){^г,2р+1>«: 



(2р+1)1 +^^ ет+"*' (2^-1)1 



^8?^ 



«р-8 



• • • "Г -^гр-г 41 "г" -^гр^ • 



(2) 



По форнул% (11) § 118 т^же функц1и предстамтся еще так»; 
/ о ^ (^-1)" . (^-1)'" -' . , (^-1)"-' , ^ (г-1^-* 

-1- +А кг!)!. 

^••' *• 21»-2 2 2 ' 



(3) 



(2р+1)1 



(2р)1 ' "' (21)- 1)1 
(^»-1)» 



(2р-3)1 



+ • . •"Т'-42р_2 31 Г-^21»(^ О- 



(4) 



Подставляя въ об^ЕХЪ посд^днихъ форнулахъ I -^ 0. вместо , мы 
получимъ направо въ (3) ^(^ > 2р) , ибо единственный члепъ съ не- 
четною степенью эторой посл^ этого будотъ им^ть знакъ -Ь, кав^ъ и 
въ формуле (1); направо въ (4) мы будемъ им^ть всЪ члены (2), но 
съ противныьаИ знаками, ибо единственный членъ въ (4), который со* 
хранитъ свой знакъ, такъ какъсодержитъ четную степень, имЪетъ уже 
знакъ — ; такимъ образомъ будетъ: 



«)Р(1— ^г,2р + 1) = — ф,2р + 1) . 



(5) 
(6) 



Сл']Ьдоватед№о для значев1Й равноотстоящцхъ отъ юнцевъ интерва- 
ла О — 1 первая функщя имЪетъ зиачеахя одинавовы^г, вторая же рав- 

ныя, но съ противными знаками; для ^ = -^ она обратится въ нуль, ибо 
полагая въ (6) ^=»-1г, будемъ им4ть: 



у(4- . 2р+ 1 ) = - «р(-^ , 2|, + 1 1 , 
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что для Ц'Ьлой фупкцш, какова 1р{!г ,2р-\-1), возможно лишь когда 



т 



.21.+ 1 




т 



Такинъ образоиъ функц1Я Бернулли нечетной степени между общими 
Еорняии О и I вс4хъ Бернулл1еиыхъ функц1Й ии'Ьетъ одинъ корень, 

именно г^ — ; иы увидимъ, что въ этомъ промежутке она не им'Ьетъ 

другихъ корней, а функц1я четной степени вонсе не имЪетъ корней въ 
этомъ промежутке. Но для этого надобно еще ра;1(;«отр±ть поближе 
производныя этихъ функщй. 
^ 121. Уравнен1я (4), (5) и ((!} § П8 теперь, когда вместо коэффищен- 
ювъ еъ нечетными указателями введемъ чхъ аначен1Я нуле., обрцтятся. 
въ так1я: 



(1) 

(ибо ^,,_г,_, = 0) 

I Г „» 

0) 



/"(г,2р) = ф,2р - 24) + Л,-а ; 
91'"+"(г,2г|) = ?(г.2р — 24 — 1) ; 



.™(»,2^ + I) = у(г,2г. + 1 — 24) ; 
.'"+"(.,2? + 1) = »(»,2р - 24) + Л,, 



Въ частномъ случай ^=^0 посл^дп1я изъ (1) и (2) дадутъ: 



(3) 
(4) 



(5) 



(в) 



(р'(г,2;1) = д1(г,2^1— 1), 
!(.'(г,2у + 1) = !!»(»,21)) + А, 



91'(г,21>}11с = 9>(-^,2у)= (1>{г,гр — 1)*, 

Г (»'(»,2г1+1)*=о = (' 9>(я,г^))I^г+уЛ,, 



откуда получииъ; 
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Г 1 

I 9'(«,2р)й« = — — Лр; . 



(7) 



( ' 



(8)' 



Эти формулы намъ понадобятся вп6сл']Ьдствш; но пос^^Iд&яя треб^етъ 
>еще, тобш было найдено зЁачеше ^[-к, 2р+^) 1' ^^ «ы сд^Ьясюмь 
въ сл4дующемъ § йо чя{о€^у Ак. Имшенецкаго. 

1Л|) ^ 122. Церем^няя въ (1)предыдущаго § >? на |)+ 1 и полагая ^^'"о"» 
мы получимъ (второе — на основан1Х (7) § 120): 1 



9><"»(^ , 2р+2 )^(-|- , 2р-Ь2-2*^4-Лж-«; 
9><"+>>(-|- . 21,+2]=9>('4- . 21^+1- 2Л.) = О . 



(1) 



(2) 



Разлагая теперь д){г , 2^р^-2) по стеиенямъ (« — ^1 по строк* Тэй- 
лора, на основанш (1) и (2) будемъ им^ть: 






+ 



9'(т'2р-2]+Л,-2/ ^ 

1.2.3.4 Г~ *2 



+...+ 



+ 



^\^^) 



+^| 



1.2.34,..(22)) 



/ 1Л^ , 1 / _Х\^' 

V 2 / '^1.2.3...(2р+2)У 2/ ' 



(3) 



ибо производная >«1»ядЕа равнаго степени фушц1я, есть 1 (ем. (б) § 118). 
Полагая зд^сь е=\ , иы получимъ, [такъ кавъ 9'(1 , 2р + 2) = О ,] сле- 
дующее: • 



+■■•+ 



'+ 1.2 2=""" 1.2.3.4 г'""" 



,Ц+Л, 






1 



1 



1.2.3.4...(2р)2* ' 1.2.3. ..(2^+2) 2*+' 

Перен^нивъ въ (3) § 120 р на р-]- I и по-1агая зат4нъ з^ 
получимъ, по аеренесев1|{ Ч-\-7 , 2^) + 2| изъ л^вой части въ 
и напвсавъ члены въ обратнонъ порядке, следующее: 



= 



'1 



2р+2 +- 



(5) 



■■■+-, 



1 



1 



+71; 



1 



1 



1.2.'6...(-2р) 2'^^1■2.3...(2^)+1) 2''^'^{2^^+2)1 2^^" 
складывая это съ (4), будсмъ им'бть такое уравнение: 



(6) 



_К1'Ч 



+2.1^ 



^(^ 



+ - 



(2р)! 



» + 



1.2 



1 



3.4 3*"^" 



I 



1 



Поиножаи это уравнен!» на, ' 
члены въ обратномъ порядк'Ь); 



(ар+1)1 2"+'^(2!.+2)! 2"'+' 
, иы получинъ, (написанъ при этоиъ 



(7) 



и+71 



Г + 



"(2;,+2)1^(2р+1)! 
■'-и(|,2р-2)+2Л, 



(2р)! "^•• 



Г.2Р+2Л, 



1.2.3.4 ' 1.2 

Но переменяя въ (3) § 119 р на г)-|- 1 , мы будеиъ ин^ть: 



(8) 



+75: 



"(2р+2)|Т^(2р+1)1 



Г + (5^+- + 



1.2.3.4 ' 1.2 



1^ 1 •> ' 
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сличая это съ (7), мы замечаешь, что (7) получится из» (8) заменяя 



^'^''Кт ' ^*)+^^2*1 ; [*= 1,2,3... р] (9) 






но, теперь, давая въ (7) и (8) р значенхя отъ 1 до }} , мы будемъ им^ть 
двй сиетены уравнен1й, получаемыхъ изъ 

_]_ I Уя-г I Ур 

(гд^ р проб^гаетъ тЪже значешя) чрезъ замену у^ въ одной чрезъ 
А^^ въ другой чрезъ выраженхе (9); бтсюда сл4дуетъ, чтЬ 

(ибо система линейныхъ уравненШ (10) им^етъ одно рЪшенге); откуда 

Полагая зд-Ьсь А;=|)+1 и внося результатъ въ (8) §121, будемъ 
им4ть: • 



I 



ф,1.р + !)<?«= г^;+Г- ^2Н-2 •■ • (13) 

4 • 



1^3 123. Вернемся посл4 этого отступ лешя къ формуламъ (1) и (2) § 121. 
Полагая ^е^==!=0и;8^=1, мы получимъ для функцШ Бернулли четной 
степени: 



Л0,2^,) = Л1,2^,) = Л,-2*; 
9<"+"(0,21,) = 9)<^*П1,2^») = 0; 

и для функщй Бернулли нечетныхъ степеней: 

« 

др«*'(0,2^, + 1) = Л1,21, + 1) = О , 
^.«'^По.г^, + 1)- ч>^^\\ ,2р + 1) - ^,,_,, ; ] 



(1) 



(2) 



ибо сами функщй Бернулли обращаются въ нуль для ^ег = О н для л == 1; 
но 



« 




**'(1,2р+1)= — А, '♦ 

какъ то слйдуетъ для г^О изъ (6) и для 2^=1 и№ (10) § 118. 

Им1^я это ль виду, иы получинъ так1я таблицы зцачен!^: для ср(в,'^р) 
и ея пропзиодяихъ: 



<Р 9 



(П » = » 



. 1 А,,_ 



[ для (р(2,22>+1) и ея произзодвыхъ: 



(П)^ 



г = 1 О Л„ 



О 



л -^-^1 



1 



Такъ какъ посл^ уничтожев1я фупкщя имЪеть знакъ одинаковый со 
своей производной, то въ рядахъ для я^=0-]-г, гдЬ ^ достаточно ма- 
лая величина, всЬ функцш, которыя для г = 0, обращаютса въ нуль, 
будутъ мм4ть знаки справа стоящихъ отъ нихъ коэффищентовъ; пото- 
му все число перем'^въ въ этомъ ряду будеть равно числу п^юи'Ьнъ въ 
зяакахъ коэффид1ентовъ отъ А^ до ^^зр-г' соответственно до А^ , уве- 
личенное днувя перем1;иамн отъ А2 къ Л1 , и отъ А] къ 1 , (ибо 



1 



1 



I 



А\^ —, я А^ = -\- ~ , какъ то видно изъ пераыхъ дкухъ уравне- 

Н1Й (4) § 117); слЬдопательно иаибольшее возможное число нерем'Ьеъ 
будетъ состоять въ рядЬ дли ?*(г, 2р) изъ р — 2 перем-Ьнъ коэффищен- 
товъ отъ А.^ до А„ 2 " '*^'ь Д^'У^'ь огь 1 до А.2 итого изъ р иерем4нъ, 
и иъ рлд'Ь для ч){г , 2р-\-\) мзъ ;1 — I перем'Ьнъ коэффип.|ентовъ отъ 
А^ до А.,, н изъ двухъ отъ ^) ДО А^, итого изъ ^>+,1 перем'Ьнъ, и 
это будетъ тогда им4ть мйсто, когда коэффищенты, начиная съ А1 
им4ютъ знаки иоперем'Ьпно — и +. Такъ какъ до уничтожен1я фупк- 
Ц1Я со своею производною им'Ьетъ знаки протипеые, то въ рядахъ для 
г=1 — г, гд'Ь е достаточно малая величина, каждая функц1Я, обра- 
щающаяся въ нуль мри :г=1. будетъ ии'Ьть знакъ нротиввнй знаку 
сл^дующаго за ней коэффищента А, тогда какъ для е = 0-\-е, онъ 
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былъ одинак1й. Отсюда слЬдуетъ, что если въ первомъ щиу уничто- 
жающаяся функц1я стояла между двумя А съ одинаковыми зна|и1ми^ 
такъ что тамъ было два постоянства, то теперь эти постоянвтва заме- 
нятся двумя переменами; если же уничтожающаяся функц1я стояла (въ 
ряду для ^? = 0-|-в) между двумя съ противными знаками, ^0 перем^нъ 
и теперь будетъ одна, и она только подвинется на одияъ §<^нгъ въ пра- 
во при переход* отъ хг = + г с» ^е^=1 — в . ОтАода сл-Ьдуетъ, что при 
существоваши двухъ рядомъ стоящихъ А съ одинаковыми знаками,^ чи-:* 
ело перем^нъ должно было бы увеличиваться при переход* отъ *^?*«='т4^^ 
къ д=1 — е, что невозможно *). Отсйда заключаем^ во^первыхА что 
ВС* коэффищенты А начиная съ А\ попеременно отрицательные и по- 
ложительные; во-вторыхъ, что число перем^нъ въ ряду для <р[г^ 2р) 
т и=1 — е будетъ состоять изъ числа р — 2 перем^нъ коэффищентовъ 
отъ А^ до А^р_^ , изъ одной перемену отъ ^>' къ 9^" » и изъ одной отъ 
9> къ 9)'; итого изъ р переменъ — какъ и въ ряд* для ^ег = + в; для 
функдш же 9)(]гг, 2р4"1)» число .перем4нъ будетъ состоять изъ р — 1 
перем4нъ отъ А^ до А^р и изъ одной отъ 9> къ 9' ; следовательно все- 
го изъ р переменъ. Отсюда 5аключаемъ по теорем* Фурье, что въ раз- 
сматриваемомъ промежутке отъ 1! = 0%а ^=\ функщя (р{е , 2р) вовсе не- 
имеетъ корней, ибо ни одна перемена не пропадаетъ при переходе хг 
отъ О къ 1 , (такъ какъ въ обоихъ по р переменъ), а (р{2 , 2р + ^ ) 
имеетъ только одинъ корень, ибо пропадаетъ одна перемена, [въ пер- 
вомъ ряду было р -{- 1 , а во второмъ только р] ; этотъ корень есть |г =; — ^ 

какъ то мы видели выше. Отсюда сдедуетъ, что функщя (р(^^2р) не 
меняетъ своего знака въ промежутке отъ О до 1 . Самый знакъ ея опре- 
делится по значешю ея для ^& = -^ и будетъ, какъ то видно изъ фор- 

мулы (12) § 122 противенъ знаку коэффищента ^^^. Такъ какъ зш1ки 
коэффищентовъ 



П 



•"1 1 -^2 » А\ 9 • • "-"Зр 

попеременно — и -{■> следовательно Лг-а имеетъ знакъ — ; то А2^ 
будетъ иметь знакъ (— 1)''""^; следовательно знакъ ф/-^"» 2р| будетъ 

одинаковъ со знакомъ (— \У , т. е. при р четномъ будетъ -{- , при р 
нечетномъ — . 

^ 124. Уравнен1Я (4) § 117 суть т* самыя, ивъ которыхъ определяют- 
ся коэффищенты разложен1я въ рядъ по степенямъ х функд1и 

*) См. М. Тихомандрицкаго. Кратки курсъ Внсшей Алгебрн. Харьковъ 1887 г. 
Гл. IX. Сиособъ Фурье. • •• 






(1) 



■^ + - 



Эта фуцЕц^я конечна для х^=0, именно ^1, какъ, то видно изъ 
втораго в^ражеп1л ей; ьъ безкоаечиость обращается длд х = 2]!:Л1, гд'Ь 
Л ц'Ьлое число, положительное млн отрицательное, отличное отъ нуля 
(ибо е '"'^1); для ьсякихъ другихъ значен1й х, вещеетвееныхъ или 
коиплексныхъ она одноэаачна, конечна и непрерывна; сл^'дловательно 
по теорем* Киши раалагается въ рядъ по возрастающимъ положитель- 
нынъ стеиеняыъ х, безусловно сходящ1Йся внутри круга радиуса 2я; 
а потому можно положить: 

(2) -^— = 1 + ^13: + А^^х'^ + Аах" + ■ • ■ + ^*^* + ■ • - 

В1:тавляя сюда вместо л4вой части правую часть (1) и освобождая 
отъ знаменателя, получамъ: 



(3) 



>- 1 + ?,- 
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] О +Л,1 + А.р:' + А,х' +...); 



раскрывая скобки и располагая по степенямъ х, затЬиъ сравнивая коэф- 
фициенты при одинаиовыхъ степеняхъ х въ обЬихъ частяхъ равенства, 
мы будемъ им'Ьть такую систему уравнешй: 



(4) 



= 



■^А 



--\-л^ 



-^ «ГИ • и т. д. 

тождественную съ системой (4) § 117, откуда и олред^|Лимъ коэффи- 
ц1енты Л| , Л»,.. .^4.— Мы уже 1!11Д'1^ли въ § 119, что К0Э11|фиц1енты 
съ нечетными указателями, начиная съ А^, равны нулю; въ этонъ же 
можно у&Ьдиться и такииъ образонъ. Изъ перваго изъ уравненш (4) 
им'Ьемъ: 



— 1ва — 



^1=- 



2 ' 



1 ■ 



' (5) 



ВНОСЯ это во (2) и перенося этотъ членъ налево, мы будемъ им-Ьть: 

1 
* 



НО 



X 



+4 = 1 + ^2.^^ + ^зл:'^+^4л?.*+.'..; "■' 



'—\ ' 2 



X у X X е-]г\ • X 


X X 

2 1 2 


е* 1 ' 2 2 е* 1 2 


я я 9 

2 2 



е —в 



(6) 



! 



(7) 



отсюда же видно, что первая часть въ (6) есть четная функщя х ; (дМ- 
ствительно съ переменою л; на — а?, первый множитель и. знаменатель 
втораго переменять свои знаки, тб1'да'какъ ад^йлит&ль сбхрани'Г'б свой 
знакъ;) а потому и во второй части должна быть четная функцш, для 
чего всЬ А съ нечетными указателями Должны обратиться въ нуль. — 
Въ § 122 мы видЬли, что начиная съ Лх^ коэффищенты "отличнйе ^отъ 
нуля (следовательно дал-Ье съ четными указателями) им-Ьють попеременно 

знаки — и + » такъ что знайъ -^2* одинаковъ съ знакомъ ( — 1) или 

что тоже, со знакомъ ( — 1)"^\' а потому мо;вно положить: 



л* =(-!)*■" 



(2к)\' ' 



(8) 



'»(• 



где ^?2*-1 будетъ положительное число, называемое Б^нуллг^вщмъ, Шъ 
уравнен1Й (4), выбирая ихъ чрезъ одно, начиная со вто|ю1>|), подставляя 

вместо ^1 его величину — — , выбрасывая изъ нихъ, какъ равные кулю, 

* "» ■ 

члены содержащ1е коэффиц1енты съ нечетными указателями, а вм-Ьсто 
коэффищентовъ съ четными указателями вцося ихъ выражешя (8) чрэзъ 
Бернулл1евы числа, мы выведемъ, имЪя въ виду еще, что 



1 



{2А+1)! 



+ Л 



1 



1 1 



1 

' (2/Ь)! ~ (2к-\-1)\ 2 {2к)1 



2А;— 1 



1 



2 (2А+1)1 ' 



(9) 



такую систему уравнен1Й для определен1я Бернуллхевыхъ чиселъ: : 

_ _ * * 

Тихомандрицкгй^ Курсъ теор1и конечи. разностей. 11 ' 



(10) 



1 


1 
'З! 


= 


«1 

'2\ 








3 


] 




1 


В| 


в. 




2 


5! 




3! 


2! 


4! 




5 


1 




1 
5! 


^1 

■ 21 


1 

зГ 


В 


2 


7! 




|4| 


7 


1 




1 


д 


1 


Л, 




2^—1 1 ^ _^ Д 1__ В, . 1__ 2); 

2 ■(21-+1)| (24— 1)1' 2! (24— 3)1 ' 4! ^(24— 5)1 ' 61 " 



31 (24—2)1 



(24)1 



Виодя Бе11нулл1евы числа въуравнешя (3) § 119, и перенося извест- 
ные члепы направо, мы получиыъ систему ураввеа1й вида 



(11) 



I 



(2у— 2)1 21 (2р—0. 41 ' (2р— 6)1 61 
^- 2! (2^-2)! (2г,)1 ' 



4 






изъ которой также последовательно могутъ быть вычислены Берпул- 
'левы числа. 

% 125. Можно получить еще третью систему уравнен|й для опред^ле- 
Н1Я т^хъ же Бернулл1евыхъ часелъ. Изъ (6) и (7) предыдущаго §, вво- 
ди туда Бернулл1еиы числа, мы получимъ: 



(1)^ 



'Л^^. 



.' + ... + (-1)" 



■ -В..-, 

(24)1 ■ 



•+■■ 



Ш 



Подставляя сюда въ лЬвую часть вместо ( 
11Ъ рядъ: 



ихъ разложешя 



(2) 



-Н + Ш+^(| 



1+... + ^т+- 



-+и^х-ы^х+-+^\^н: 



1.2\2/ 3112/ 



й 
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и освобождая отъ знаменателя лосл^ легкихъ упрощен1Й, получимъ: 



21 2« "^ 41 2* 



^"Го! оа"Г7Г ^4"" • -4" 



X 



2к 



{2к)\ 2 



2Д; 



I • • • — ~ 



1 2» г^ I 



Х[1 + -^х 



Вх .^2 _Вг.^_ , у_, ч*+1 -^й- 



а;4 _|_ . . . _!_(_!)' 



(4) 



Раскрывая скобки и сравнивая коэффиц1енты при одинаковыхъ сте- 
иеняхъ X въ обЪихъ частяхъ равенства, мы получимъ для опредЪленхя 
Бернуллхевыхъ чиселъ такой рядъ уравнешй: 



1 1 



2! 
1 



22 
1 



о1 о2^^ 



1 



31 2' 



4! 2* 



51 2* "■" 31 



21 ' 
1 1 



л 



д в^ 

2! 41 • 



1 1 



1 



1 



+ 



1 



1 Б, 



(2Л)1 2" (2А+1)! 2** (2А— 1)! 2^"* 21 

1 1 5я . . . .V» 1 1 -В 



21-8 



(2А— 3)! ' 2"*-* ' 41 "^" '"^^ ^^ 3! ■ 22 ' (2Л-2)1 

В. 



+ 



^^ ^^ (2Й)1 ' 



(4) 



) 



и т. д. 



Р^шая которую нибудь изъ трехъ нами найденныхъ систенъ уравне- 
н1&, мы найдеыъ для первыхъ 10 Бернулл1евыхъ чиселъ сл'Ьдующ1а ве- 
личины: 



Д = 



5,= 



Б,= 



^_ 

30 ' 



5.= 



1 



42' 



^7 = 



30' 



66' 



^1 = 



691 . 
2730' 



Дз — 



6 ' 



Ъ\к = 



3617 , 
510 ' 



^?^7 — 



43867 ^ 

798 ' 



_ 1222277 
^''^ 2310 '• 



(5) 



1^ 



Эти числа подъ конеДъ веб возрастаютъ безпред^^льйо, какъ то мы 
увидимъ въ сл-Ьдующемъ §. 

126. Если въ (1) предыдущаго § положить: 

X = 2Ы , 



164 — 



гд-Ь г = ]/ — 1 , и зат4мъ об4 части равд-Ьлить на 6 , то мы получимъг 



(1) 



».8е-|-§«-|- 



?2*вз— ...— 






съ другой стороны, известно, что 



(2) 



'"'=«П('-(^)' 



взявъ логариемическую производную, будеиъ имЪть: 



(3) 



со1;дв = 






разлагая въ рядъ и располагая по степенямъ 6, получимъ: 



1 26 х-« 1 26 х^ 1 26 ' ^ ^ 1 



26 хп 1 



(4) 00186=-^--, 2^р-^2,й^---^^ !]?-••' 

сравнивая это разложенхе съ (1), получимъ рядъ равенствъ, откуда 
найдемъ: 

( 1:=00 

П _. 2' V 1 ■ 



(5) 



Л:=00 



*=1 



-^2/-1 = 2 



т 

Л1 



к=со 



X &''' 



И т. д. 
Изъ этихъ формулъ видно, что В21_1 съ возрастан1емъ ? до оо тоже 

будетъ расти до оо , ибо во множител-Ь его -^^ — 21 ^'^ увеличен1емъ I на 

(2л) 

единицу въ знаменатели прибавляется все тотъ же множитель {2лУ ^ 

а Бъ числител'Ь безконечно возрастающ1& вмЪст^ съ I множитель 

(2? + 1 ) (21 + 2) . Но отношеше 

(201 
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( 



стремится съ увеличешемъ ? до оо, какъ то видно изъ (5), къ 7-ому 
члену геометрической прогрессш, знаменатель отношенхя которой есть 

т— г^, а первый членъ 2. Этимъ объясняется сходимость ряда (2) 
(2^) ^ 

:§ 124 для значен!й гг, модуль которых^ меньше 2л;. 

127. Для чиселъ Бернулли имеются легко запоминаемыя символичесшя 
^ формулы. Эти формулы легко получаются при номощи формулы для когф- 

фиц1ента при о;** въ разложен1и по степвняхъ х функц1н (р{е^) , гд^^ ^(0) 
обозначаетъ функц1Ю, разлагающуюся въ рядъ по строк* Тейлора. Фор- 
мула эта дана Гершелемъ и выводится такимъ образомъ. Мы им1^емъ: 



<^(в')=9(1+в-1)=9(1)+<Р'(1)(е-1)+ 
+ ^ (,^^ 1)2+ . . . 4- 1!М (/_^^^ 



(1) 



1.2 



т\ 



но 



(е — 1) =е — Ц е -т^^ ^ — •••"г 



(2) 



разлагая входящхя сюда показательныя функцш въ рядъ по степенямъ х , 
>1Ы получимъ для коэффищента А^ при х^ во (2) такое выраженхе: 



Л=^к-'^Г(»»-1)"+^Г(«'-2)"-...+(-1Г0''1; 



(3) 



выражен1е же въ сво15кахъ { } по форнул']^ (3) § 30 есть ничто иное 
какъ Д^о" , сл']^довательно 

Д^О" 






п! 



(3) 



На основаши этой формулы коэффиц1ентъ при х^ въ (1) будетъ: 



^{9'(1)о"+д>'(1)Ао" + ^^лV+...+ 



,(") 






♦»о.Л 



Д"0 



(5) 



Такъ какъ Д 0" = 0, то этотъ рядъ можетъ быть продолженъ до 

безконечности, и тогда коэффищентъ при х* въ (1) символически такъ 
представится: 

У(1+А)0" ■ 
и! 



(6) 



разлагая 9^(1 + Д) въ рядъ по степенямъ Л (какъ будто это было бы 



* ^п 



*лП 



количество) по строк* Тейлора, принимая зат-Ьмъ Д .0 за Д О , т. е. 



1Инклеево число, мы получиыъ формулу (5), Им4я это въ виду, 
раздожен1е *р{е) по степенямъ х можемъ такъ представить: 




».(.-)= '2' 



это и есть формула Гершеля. 
1 V ^ 128. Вводя Бернулл1'евы числа въ формулу (2) § 124, иы буденъ имЪть; 



^ ' „'-1 2 +21 '^ 41 



•+(-1) 
первую часть зд'Ьсь можно такъ представить: 

(2) 



4+1 _У^^ а* 



(2/1)1 



;лГ* +• 



» _ 1ое(е ) 
«'—1 е'— 1 ' 



ибо а: = 1ой(/); а потому коэффищентъ при х^ по формуле (6) преды- 
дущаго § такъ представится: 



(3) 



108(1 + А) .. 
Д 



сравнивая это съ коэффицгеетоиъ при х въ (1), иайдемъ 
(4) -В.», 



^(-_1лН1 1о§(1+Л) да* 



РасБрывая эту формулу, помня что Д^О =0 прк т'>2]с, мы ио- 
лучимъ: 



(5) ^*а-,=(-1) 






■2к 



-+...+ ^- 



Эту формулу можно получить, прим4яял къ '^{х,2к-{-1) формулу: 



(6) 



^. ^^^^ АЧ АЧ А'". 



[которую читатель мояетъ вывести по формул* (5) § < 
зат'Ьмъ а; = О *). Действительно, можно показать, что 



, и положи въ 



А'р(х,т) ■■ 



'0«-1)1' 



*) ЛмЧ№Не^ки1. О фувкшяхъ Бериуллк. Казань, 1870. Стр. 21. 
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когда X получаетъ приращенхе % = 1 ; въ самоиъ д^'Ь 

—разлагая по строк* Тэйлора; но по (1) и (2) § 118, и по (1) и (2) § 123, 
ВС* члены за исключен1емъ посл*днаго обратятся въ нуль; .а тогда и 
будемъ им*ть (7), ибо по (1) и (9) § 118: 

9>^-^)(1,^)_д,^«-1)(0,п|)=:1. 

Отсюда же [т. е. нзъ (7),] будегь следовать: 

съ у^ругой же стороны по (2) § 123 

129. Можно получить при помопц! той же формулы (6) § 127 и дру- 
гую символическую формулу для числа ^?2к-1• ^^ им*емъ: 

X X 2х 



в — 1 е+1 е — 1 
отсюда 

X X 2х 



е-ь! е — 1 е — I 

разлагая оба члена второй части въ рядъ по формул* (1) предыдуща- 
го § и соединяя въ одинъ сходственные члены, мы будемъ им*ть по 
сокращенш об*ихъ частей на о;: 

1 _1 Д(2«-1)^_^Бз(2*-^)^з_^_^^^_^^»^^^^^^ 



в-и_1 2 2 1 - ' 4 1 - •" ' ^ ^' {Щ 

1 

Следовательно по формул* (6) § 127 будеп выражеше 

.Б2..,(2-* — 1) 1 1 2» 1 

^ ^^ (2Л)1 (2А— 1)! 2 + Д^ ' ^^^ 

какъ коэффищентъ при ж**~^ въ разложенш функщи —^ — ; отсюда 

с + 1 

же найдемъ 

^.-х = (-1/^-2ТаО-\ (3) 




щ 



\ъ 



за ДО " , ин и получим'ь выражен1е Бернулшева числа чрезъ Брик- 
леевы числа. На оенованш выше сдЪланнаго зам4чашя въ этой формуле, 
подобно какъ и въ формул* (4) предыдущаго §, число членовъ будетъ 
конечное. 

130. Ознакомившись со свойстлами Берауллхевой функц1и и съ раз- 
личными способами вычислешя Бериулл1евыхъ чиселъ, вамъ остается 
ввести ихъ вн'Ьсто коэффиц1ентовъ А въ эти фувкщи; но мы это предо- 
ставляемъ сд'Ьлать читателю; а теиерь возвращаемся иъ формуле. (2) 
§ 117. Принимая тамъ №=2^), вводя туда вм'Ьсто А^ его значе- 

ше — , вм'Ьсто прочихъ коэффищевтонъ ихъ выражен1Я чрезъ Бер- 

нулл1евы числа и перенося остаточный членъ въ иерьую часть, мы бу- 
демъ нм4ть: 



Л*Ам1"''-Ь...+ 





л«; 


=А«.— 1-*Л";+^ /.'д«;--^,'** 


(Л 


+ '= 


(270! '' ^'•' +■■■+ (2^-2)1 


гд* 






(2) 




1>„ = -1М'ф,2ф':^Х1 



Этотъ остатокъ допусваетъ еще одно маленькое упрощен1е. Переме- 
няя г на 1 — г, мы получимъ отсюда на осаоваши (5) § 120: 



(3) 



^'{«.,2й»1';1."*- 



Теперь, функщл 



?(^,2г0 



ие м4няетъ своего знака между прел'11лами интеграла (§ 123); потону 
на освованш хорошо иэи'Ьстна1'о ире.дложен1я интегральнаго исчислент 
булегъ 

р1 ,-1 

1 ?(г,2^,)«!;^^?я=»1';;^;'^ Ф,211)а^; 
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гд^ Ь правильная положительная дробь: 

0<6<1; (ь) 

но по (7) § 121 



I 



1_ 
2 ■ 

(р{2,2р)а:1 = — — Л,^; (6) 

о • ^ 



а по (5) § 120 (р(1 — ^г^,2р)=(р{2,2р)] поэтому 

1 
2 



I ^)^2,2р)а^^,= \ ^){0,2р)с^а, . (т) 



и следовательно '-•*- "* ' I 

^ • 



•ПО (8) § 124. Внося это въ (4) и оттуда въ (3), будемъ им^ть: 



(8) 



7? ^(—^^^Е^к^Р+и^Р-^^) ' (о\ 

Эта формула предполагаетъ, что и^^^"^^^ остается конечною, однознач- 
ною и непрерывно)! въ пред^лахъ интеграл^^,^ вавъ то сл')^дуетъ изъ 
доказательства пре^ложешя иятеградьнаго исчислен!!^- н|1 однованш ко- 
тораго мы написали равенство (4). 
^/ ^^^' Шлбмильхъ даетъ еще другую формулу ост|точаа^'о члена,, ^ко- 
^1 Чорая заключаетъ въ себ* производную 2р-го порядка, следовательно 
на единицу нисшаго, ч-Ьмь въ предыдущей формуле. По (3) § 121: 

(р\0,2р) = ф,2р~1); (1) 

интегрируя по чаотямъ интегралъ, в^одящ1й въ (3) предыдущаго §, м|1 
будемъ им^ть: 



р1 • 



} (2) 



но 



(3) 



|»(г,2р-1)1.5'.,,г»=| 9>(г,2р-1)»°+.,*+| Ф,2р-1)«'^ 



или, переи^вля г на 1 — г въ поел4днемъ интеграл*, и им4я въ виду, 
что по (6) § 120; 



(4) 
следующее: 



<р{1- 



2у-1) = -(р(г,2р-1), 



(5) 



^'ф . ор - 1)„« .* = \'^ ф . 2р - !)(„« - »1« ...)* 



предполагая, что и\1^, непрерывна между О и 1, на основавш того же 
11редложен1я интегральнаго исчиелен1Я, [ибо <р{г,2р — 1) не мЪнаетъ 
знака между О и — по § 122], будеиъ им4ть отсюда: 



(6) 



^''■^(л2р-])«5.<?-=(с-.-"!^-'.'.)^''^(^'2^'-1^^''■ 



или, полагал 1 — в = й 



(7) 



Но по (13) § 122 и (8) § 124 имйемъ: 



<р(в,2р — 1)с1л. 



(8) 



(г(г,2^)~1)<1г = (-1)' 



(2р)! ' 



4 
I 



виося это въ (7), оттуда во (2), и изъ (2) пъ (3) § 130, мы получи: 
фориулу Шлёмильха для остаточнаго члена нашей формулы: 



(9) 






Въ нЪкоторыхъ особыхъ случаахъ эта формула допускаетъ упроще- 
Н1Я. Ёслн «^ или все ростетъ, или все убываетъ отъ г = ж до г=:х-\-и, 
сталобыть м'^' въ этихъ пред'Ьлахъ не и4няетъ знака,— то такъ какъ 



] 
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0<6<1 



и 



будетъ 



и 



(2р) 



и 



т 



аИ-е* '*а;+9* 



< 



^<^<1, 






И следовательно можно положить: 



(2р) 



(2р) 



(2р) 



гдЬ О < /? < 1 . Внося это въ (9) и полагая 



> 



1 



,?р 



гг/? = 2«. 



(10) 



(И) 



гд% « будетъ правильная положительная дробь, какъ произведев!е 



2*'-^ 1 



/? на 



2^1:1 — = 1 2^ , мы обратимъ формулу (9) въ такую: 



' ^.=(-^)^'2^^А«»^ 



(12) 



что одного вида съ послЪднинъ (предъ остаткоиъ) членонъ формулы (1) 
пред. §, если не считать множителя 2г. Связь между В^^з и В^^ очевид- 
но такая: 



(-1) 



р+Х-^Зр-!* 



2р 



(2» 



(Ы 



Аи„ + В^^2 "^ ^2р 5 



(13) 



внося сюда предыдущее, полутамъ: 



2Р 



гд^ положено 



•«2Р+2 — (— 1) 9 (2р)! ^^' ' 



2е—^ = ^; 



(14) 



(15) 



такъ какъ г лежитъ между О и 1 , то р лежитъ между — 1 и + 1 • 



— 1<д< + 1. 



(16) 



Формула (14) говорить, что остатокъ составляетъ часть посл4дняго 
удерживаемаго члена, если им^ютъ м^сто предположен1я, при которыхъ 

была получена формула (12), т. е., что и^^^ непрерывна между л? и я? + * » 
а и^^'^^\ т. е. производная нечетнаго порядка, въ т4хъ же пред4лахъ зна- 



^ 
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чен1й независимой ' переи^нцой не м^няетъ своего знака. Сравнивая 
'зр+з ' составлевную по (9) § 130 съ только что вайдеиной, ио- 



лучимъ по сокращеши: 
-В, 



(17) 



,,4» 



(2г,+ 1)(2р + 2)'М* 



= -ев„^,л«|" 



или [такъ какъ 



вакъ легко вид1ть]: 



Д»°"=лГ'»^'+"й, 



I 



(18) 






ё 



Но производный и^ и и^''^ не ы'Ьняютъ ;1нака между х и х-^Ь 
по предположен1ю, какъ ироизводныл еечетааго ворлдка, следовательно 
и между а; и а: -[-3-й; а потону, если для промежутка х и х-]- к дв* 
рлдом'ь стоящш производныя нечетпа1'0 порядка им'Ьюгь одинаковые 
знаки, то отсюда сл^дуетъ, что с должно быть <0; ьъ противномъ 
случае, т. е. когда для разсматрилаелаго промежутка оии им'Ьютъ про- 
тивные знаки, то С1>0. Въ частпоыъ случае, когда 



именно остаются об4 положительными; оттого въ этомъ случае (> отри- 
цательная величина; полагая 



гдЬ X положительная правильяая дробь, мы будемъ им'Ьть для раз- 
сматриваемой теперь функц1и: 



(19) 






Перем'Ьнивъ въ формул'Ь (1) § 130 ^) на ^>-1- 1 , и аоложивъ г1^ = е , 
ыы получииъ, внося только что полученное выражен1е остатка, по раз- 
д^ленш об4ихъ частей на с — / и сокращенш л'Ьвой на / такой 
результагь, который наыъ понадобится въ иосл'кдств!»: 
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^^=>-|*+^»'-1г*'+-^-«"'|2г*"+(-»-'' 



Ь . 1 , , Б],, Бз,^| ,, , \Р+1 -"2^-1 ^2р^^^ ,.,р ^-"2<»-1 ^2р^20> 



(21,)! 



?^ 



132. Вернемся теперь къ формуле (1) § 130 и положимъ танъ: 






(1) 



тогда будетъ: 



» 



%=^х^ ^х=^х'^ 



(2*) (2А:-1) . ^ (2*+1) (2*) . 



«*« =^х 



' X 



=17 



а; ' 



/>а;-|-А ^х ^ х-^Н 

«^ Хо "^«о "^ « 



(2) 



(3) 



И упомянутал формула обратится въ такую: 



.аН-А 



}^V. 






2! 
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+^ ^^ 1т ^*'' +•••+(-!) (2^=2)Г'' ^ ^ + 



+ -^р, 



(4) 



гд* 






(5) 



• 



Оросуммируемъ равенство (4) между пределами х я X; будемъ им^ть 
(д-Ьля еще на Ъ): 

а;=Жо *^^ ^ "^ ^ ^ 



Бз 



-^^ /*>.-< Н-..+(-1) 



(2А)! '^ Г^ ^"^ /^ 



Л+1 ^2*- 



+ • ••+(-!)' 



(2^ 



2/'-3 ,2р-з/ (2р-3) .,(2р-8)\ , р 



(6) 



х=:Х пХ-\ А рЛо+А л«о+2А г*Х рХ 

) ибо 2 \ г?д.(?а; = \ V^в>x + I ^^<^ж+ • • • + \ ^^1.х:=^ \ «?а.<2л; 



если X — гГл = п?1 . 



гд4 уже 
(7) 



1 г-Х 



1 



Это и есть форнуда Маклореня. Если удастся наЗти дна независя1Ц1л 
отъ г Еоличества М л N так1я, что 



(8) 



ж<|;»5и<^^. 



то помножая эта неравенства на нем'Ьняющую (но § 123) свой знаЕЪ 
функцш {-~1У9{г,^2}) и интегрируя отъ О до 1 , мы по (8) § 130 
буденъ нм4ть: 

откуда сл^дуетъ, что 

(10) (- 1 )' \\1^.2р) |] .1';'._.> = ^ (ж+ 9( д - да), 

гд^Ь & обозначаетъ правильную положительную дробь: О < * < 1 . Беря 
отсюда значев1е интеграла и внося въ (7), получимъ для остатка Макло- 
ренева ряда такую формулу: 

(11) Л,,= (-1)'+-'^Л"(л/+»(Ж-Ж))- 

Если (/'" непрерывна на всемъ промежутке значенШ х отъ жо до X, 
то иъ формул* (1) § 130 мы могли бы принять для остатка формулу (Э) 
§ 130и тогда получили бы для остаточнаго члена формулы (6) настоя- 
ддаго § такую формулу: 



Оа) 



л — ( 11'+' "-' ь" У 



средняя ариометическая членовъ этой суммы, заключаясь между на- 
иоолыпимъ и наиненьшимъ изъ заачен1н функц1и г/ въ этомъ проие' 
жутк'Ь, будеть иредстявлять значеше возможное для г/ и будотъ 



ъ от- I 

М 
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в^чать н-Ькоторому среднему значешю х , пусть х^ + в(Х — х^); такъ что 
будетъ 4 

^:VаЯр) _ (2Я) . /10Ч 

откуда, нм*я въ виду что п = — - — , пол^чинъ: 

\ т _{Х—хо)(2р) . /..ч 

ВНОСЯ это въ (12), получимъ такую формулу для остаточнаго члена: 

Въ т4хъ случаяхъ, когда е;^^*^^^ и «;^^^ не м4няютъ знака въ пред4- 

лахъ хои X значешй л; , въ формуле (1) § 130 можно остаточному чле- 
ну дать видъ (14) § 131. Тогда для остаточнаго члена формулы (6) 
настоящаго § получимъ такую формулу: 

гдЪ д правильная дробь, различная для различны^^ъ значешй х , но со- 
храняющая свой знакъ. Въ этомъ случа'Ь очевидно изъ неравенства 

' . * . . 

сл^дуетъ такое: 

I'? АгГ-'><'2 Л.1*'-^^=гГ''-С-'^ , (17) 

Х=:Хо Х=:Хо 

а потому можно положить: 

|;'(.Д.^-''=в(.Г"-С). (18) 

Х=Хо ^ ' 

гд-Ь О < в < 1 . Внося это въ (16), получимъ такую формулу для остат- 
ка формулы Маклореня (6): 



176 — 



(19) . 



В 



2р 



^_ф^2,-г^ 



2р-3 



(2^)-2)! 



(2р-г) (2/)-3) 



1 



1% 



Отсюда видно, что погрешность будетъ меньше, по своей абсолютной' 
величин*, посл-Ьдилго удерживаемаго члена, 

133. Изъ формулы (6) § 132, перем-Ьняя тамъ р вв. р-^-! и вводж 
остаточный членъ по форму;* (19) того-же §, мы получимъ такую: 



?-У>-(-ФЙК.г<.)- 



(1) 



-#А'1»Г-С1+---+(-1) 



Зт.я/.У" ..'" \ I I / 14/4-1 



4! 



Жо 






Ър)\ 



_!-(—] )Н-' 6 



■^2я-1^ 



2р-1 



(21))! 



2р-\ 2р-\ 



Положивъ зд^сь: 



(2) 

МЫ будемъ им-Ьты 






(3) 



ао; 






I 



ах 



ах 

е = 



е — 1 



+а; 



а потому, по разд*лёши об*ихъ частей на общаго множителя ихъг 



аХ аха 

в — 6 , МЫ получимъ: 



(4) 



_!_/- 1\Р+' ^»Я-и »Р-'.>-1 I / пН-1й -^2/.-1 ,2у-1 2р-1 



пере..,. *ь ко.,вс™..„» с.«.. . . ..ера.,о..„. |,.о- 

множая на г?^ и принимая 



(5) 



V-) ~Г' 



й' 



.(*) 



Лх 



а; а; х ' 



мы получимъ: 
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Лас _ */ 



Ах . 

е — 1 



_1_С_1уИ-1 ^2,-1 ^2я-1 (2р-1) , , у,+1д ^2р-1 , 2р-1 (2р-1) . 



(6) 



зд4сь вторая часть тождественна будетъ со второю частью (1), если 
тамъ переменить X на а? , а члены зависящхе отъ хо , ' вмАст-Ь взя- 
тые, обозначить чрезъ V й перенести налево; отсюда заключаемъ, что 



(/^^1) '.^=|г.. + (7. 



(7) 



Хо 



. -Такова сииэоличеекад формуда выражающая (гоотношен1е между суммою 
и интёграломъ; при помощи ея можно вычислить сколько угодно членовъ 
формулы Маклореня [(6) § 132]; остаточный членъ при этомъ получит- 
ся однако въ форм*]^ пригодной только уъ случа']^, когда применима 
форма (20) [предыдущаго §] остаточнаг^^ члена. 

134. Прим']^нимъ формулу Маклореня къ вычислен1Ю суммъ поДожи- 
тельныхъ степеней ряда натуральных^г.^чисед'^ ,офъ Д д^-да|Сого лшбо 

числа X . Зд4сь будетъ Л = 1 , г;^ = л;** , и сумма будетъ: 



I 



^0 



.»»+1 



н X ' 1 ■ п |' 5] п-1 -Оз / *л/ л^ »•— 3 I 

п{п — Щп — 2)х -}- 



^=,^-2-*+-2Г"^ 
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+ ...+(-1) 






п-2*+1 



п(и—1)(п—2)...(п—2Л+2)ж "■*■'+. . .+С; 



(1) 



гд'Ь чрезъ С обозначено все зависящее отъ Хо, Число членовъ зд4сг. 
будетъ конечное^ иба д^лая |;^^житедьная с^сепень х им^етъ донечвре 
число нроизводныхъ; 110сл'Ьдв1й членъ (предъ С) будетъ въ случае п 
четного, т. е. п = 2р ... 



(-1)'^'^ 2^,(2^,-1). . .3.2.а;=(-1)''+Х-1^ 

...{■■'■ ■ « .г • .1 • Т . " 

въ случае же п нечетнаго: п = 2р — 1 , такой: 



(2) 



■) 



^^<^^ 



■ Л 






(3) 



Предлагаемъ сличить эту формулу ^съ формулою (4) Д 98; тамъ вто- 
рая' часть разложена^ по факт6р1элямъ, зд^сь но степеякмъ; такъ какъ 
одно сводится на другое, то и об'Ь: формулы, о лохорыхъ идв1гъ»|р4чь, 



12 



Тихомандрицкгй, Курсъ теор1и конечн. разностей. 



иогутъ быть выведены одна изъ другой. Мы ограничиися здЪсь лишь 
разсмотр4н1емъ частныхъ случаевъ и = 1 , 2 , 3 . Для и ^ 1 буденъ 
иы'Ьть по (1): 



(4) ' 

"I.'-» .) I ^ ' 

ОТНОСЯ -г—-, какъ независящш отъ х членъ въ С, будемъ насыть: 

(5) |,= г(|=1)+с. 



2 2 ' ],2 



м 



Пусть :го = 0; тогда С=0; если теперь ,7; = Л'+1, то будемъ 
им'Ьть 



■ Ь) 



(6) I 

о 
Точно также будеп. по формуле (1); 



1.2 



1:--1 



3 2 ' 6 ' 

_г|;(1 — 1)(2а:— 1) 

6 



+ С; 



Принимая а:о = 0, получимъ С=0; полагая аг^К-ЬЬ будемъ имйть; 

<») |,,, №+.)Ж2..+ .) . 

Если и = 3, то по формул* (I) получимъ: 
(9) |.з=|_|' + |'3.'-^3.2Л + С; 

ВНОСЯ вместо Б[ его значеа1е — и отпося четвертый членъ, каЕЪ I 
независящШ отъ х, въ С, будемъ им-Ьть: 



ть: 

4 



А 
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.^0- . , . ■ .. ■ . ? • • I 

аолшгАя й(^щ:Оу найдемъ 0^=0; полагая жв-КЧ-- А ,' йЬлучЙ!^ 

. . .1>=(^^№Г .... о, 

О \ / 

Результаты (6), (8) и (1Д) , тойсдественны сь.получеПыми нами дъ 
^§§ 99 и 100. 

^^ 135. Выражен1е, стоящее направо въ равенств* (1) предыдущаго §, 
представляете ироиз$вд€шв^(д?,л-Ь*1) на л!, слеженное, съ С, т. е. 



с 



^д;- = п!9>(а;,п + 1) + С: ' ' ' (1) 

Другхе авторы именно первый членъ второй части этой формулы, и. 
называютъ Бе1)нулл1евой функщей (8сЫдюА11сЬ, Бертранъ). Дифференци- 
руя функщю: / 

4=^ = 1 + / + в'^+... . + «<*-"% (2) 

е — 1 . 

р разъ и помгал ,х ^й ^. иы буденъ нм'Ьты 

\ е — 1 /«=0 ' о ^ ^^ • 

но по (I) 

о 

гд-Ь 0=0, ибо въ (1) при л: = О будутъ и л4вая часть и прг^ая 
равны нулю, ибо д>(0 ,р-{-1) = 0, адкъ мы уже 'знаемъ (§ 118); саЬ- 
довательно 

Такъ опред-Ьдяется 9^^2,1) + 1) для 'ц'Ьлыхъ аргумемтовъ. Изъ этого 
опред4лешя могутъ быть выведены вс4 свойства Бернулл1евыхъ функц1Й, 
какъ то читатель найдетъ у Щлбмильха и Бертрана; но только этотъ 




|3« 



способъ ее представляется намъ ватуральнымъ, ибо Бернулл1ева фуннц1л 
есть алгебраическая функд1я, именно полиномъ. 
'^ 136. Для другого БрймЬнеа1я формулы Маклореня выведемъ иаъ. 
вея фориуду Стир.шнга для приближеннаго БЫ']ислен]л произведенш 

(1) 1.2.3. ..а;. 

Если возьиемъ 1о§ отъ этого произведен1Я, то будеяъ им4ть: 



(2) 



= Л \о§х-{-]о§х , 



[ибо посл^даее слагаемое въ сумм'Ь есть 1о;^(а! — 1);] входящую сюда 
сумму мыможемъ вычислить по формул'Ь Маклореня (6) §132. Съ этой 
ц'Ьлью положвмъ въ ней: 



(3) 

тогда будетъ 

(4) 

(5) 



»'^ = 1о8л; 



11/11 ицотии '^^^•^^^ 



\ 1о2д: (1х = эЛо^х - 



■х+С; 
(2<!— 2)1, 



I 



изъ носл^дняго пыражеи^я видно, что производныл нечетныхъ порядковъ. 
(для ж > 0) лостояано положительныя; следовательно услов1я лри кото- 
рыхъ орим'Ёвима формула (19) § 132. для оетаточваго члена, зд4сь вы- 
полнены; и кром4 того видно, что рвъ этой формул'Ь будетъ <0, т. е, 
правильная отрицательная дробь. Внося изъ (3), (4) и (5) въ (6^ § 132, 
придавая \щх къ обЬимъ частямъ, согласно (2) настоящаго §, переменял 
X на 1 и собирая члены еъ хц, которое примемъ равнымъ единиц'?!: 
Ло^ 1 . въ одинъ, мы буденъ им-Ьть: 




'*'^' ^^^ г'м" ]Н^""^ ' ^^ •п-^^-'. !'..*, 



!• 1ч1* '"'ч 
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Зд^^ь 6о обозначаетъ пред^лъ велич1ины О при я;===:оо; это будетъ, 
вавъ и сама в , величина не ббльшая единицы и не меньшая нуля; а 



^'=^+|-§+-+<-^П 



следовательно отъ х независитъ. Полагая 

Г = 1о§С , 



^гр-з 1(_1уИ-1. -^гр-з 



(2р-аХ2р-^2) 



вв. (7) 



(8) 



хы получимъ изъ (4), переходя оть логарвема къ ?исду, такуц формулу: 



] .2>3. . .х=^Сх 



-^^ --^^а.) 



■I » 



(9) 



гд% положено для краткости 



^\ху 1.2 3.4 ж» 



+ ...-Н-1)' 



'2/»-8 



{2р—Щ2р—2)х 



2Р 



-4 + 



+ (-1)' 



(21>-3)( 



^^)[^-<«-Ч- 



(10) 



1^1 



Въ этой формуле остается еще определить постоянное С. 
137. Для этого обратимся къ формуле Валлиса (У^аИхз) для числа л:, 
выводимой въ курсахъ интегральнаго исчисления '''): 



пред 



2.2.4.4.6.6. . .(2п— 2). 2п 



' 1.3.3.5.5.7.-.(2л— 1Х2п— 1) 



ж 



(1) 



п=00 



Извлекая квадратный корень, получи» отсюда: 




л__ 2.4.6.8...(2п— 2) 

2 ~°Р^^-1.3.5.7...(2п— 1) 



>/2п 



(2) 



п=0О 



Если числителя и, знаменателя второй части помножить на 

2.4.6. • .(2^ — 2), 



то будемъ имЪть: 



2. 4. 6. 8. ..(211 



Г 

г— ■ I ^Л 9 ~Ж 9 \Г 9 V./ • • • \^Г9 

1/ Т~°Р®*' 1.2.3.4.5...(2» 



—2)1 V^2» 



— 2)(2»— 1)|п=оо ' 



(3) 



*) 8(пга. Соиг8 а'Апа1у8е. Рап'в 1880. Т. П, р. 9. 




■— 18 
что можио еще тякъ предстанить: '"ЯИкМ Л *ч4ш 

-- 2*-"[1.2.3...(«-1)1У2^| 



/5 



или перем'Ьняя п па п -\- 1 



(5) 




Вотъ въ эту формулу мы и подставимъ илисто 1 . 2 . 3 . • . п и 
1.2.3... (2м 4" 1) "Х'ь выражен1Я оо формул'Ь Стирлинга. Полагая 
въ (7) иредыдущаго § х^п, и а;^=2м-)-1, мы будемъ им'Ьть: 



(6) 



1.2.5. ..п = Сп 



«+^ -"+ли 



I 1.2.а...{2п+1)=С{2н+1) 
вставлля это въ (5), получимъ: 



2«+1+ -а«^1+ 



■ _■«( л 1 



/?• 



„Г /а<го<». |;.-г.: ,Н|' 



или сокращал: 









или еще: М — *Л)-. -Т 



1+, 



пред. 1 + „ 



У[ 



1/2' 
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°^'^йи^'' °р^^-24гК(2^) 



- =0, 

Л— об 



хакъ то видно изъ (10) предыдущаго §; а потому посл'Ь подстановки 
этихъ пред^ловъ въ (7) эта формула окончательно приметъ тако^к видъ: 

■ ' ■ ■■/; 

11 



/ 



2~^УГ>^' 



откуда получимъ: 



С^-^^л. 



(8) 



В&ося это въ (0). предыдущаго §, т^хщчшкъ фо^щщ С1тлрА)тщ 

1.2.8» • •а;=^ 1/2л:а; е , 



(9) 



гд4 



9>[— а) определяется равенствомъ (10) предыдущаго §. Если разло- 
жить показательную функц1Н> е * "^ въ рядъ &о нисходящнмъ ст^пе- 
нямъ X , то, ограничиваясь лишь первыми четырьмя членами, полу^и^ъ 
окончательно: 






1.2.3. . .д!; = |/2^га; е 



\ ~12 



+ 



1 



139 



1х ' 288л;2 51840д:» 



Г< 



+ .., (10) 



На практик'Ь, конечно, вычисляютъ логариемъ этого произведев1я, но 
въ теоретическихъ вопросахъ эта формула часто употребляется. 
хп 138. Разсмотримъ теперь соотношешя между, кратными суммами и 
^ 'кратными интегралами. Оъ этою ц']^лью вернемся къ формуле (2)!§ 117, 
въ которой перем^нимъ т на т-^1 и положимъ 






(1) 



а зат^мъ просуннируехъ по х отъ х^ до како1:0 либо х ; принимая во 
внимаше (2) и (3) § 132, мы будемъ им^ть тогда такое равенство: 






т (т— 1) 



X -^"^ X 



Ь) 



*) Водк, Тгеа^ве оГ 1Ье са1си1а8 оГ ГшИе д^^егепсез. ТЬигд е<1. Ьопдоп 1880. р. 94. 



гд4 чрезъ / обозначена сумма членовъ, зависящихъ только отъ хц . н 
потому поетоянныхъ. Суммируя это равенство между т4ии же преде- 
лами, мы нолучпиъ: 



(3) 



Переменяя теперь въ равенств'^ (2) г'^ по очереди на I г^^Ах , на ь'^ , 
на ь'^^ на 1!° и т. д., навонецъ на »'^"'~", и останавливая каждый рааъ 
на производной т-\-\^та порядка въ остаточномъ член^Ь, мы полу- 
чимъ такой рядъ равенствъ: 



(4) 



(5) 



(6) 



О) 



1 V^^X+^+А^Ы^+А^^\+А^^Ч^+■■■+А^^'V^Г" ^ 

I V^г^■+А^«■,:^'А,к^V^+А^,ч:+ . . . +а, ^гл{-" = 

I V^+^•+А^^^>^,+А^^V;'+А,кЧ"+. . .+Л,._г1Г"Ч"""= 
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(т-2> I (т-1) 



«в 






X 



=а5;*'^"''+*''[''^''^^2*'5^-*.'^^ 



«о 



(8) 



Шнножаа равевства <3). на А, 44) ^ 1\Щ ца ^1%, (С!) «а ДаА^^ 
{7) на Л^Н^ н т. д.; наконецъ посдЬднее [(8)] на Л^ЬГ', и 
по сокращенш получимъ: 



I 









Ах^ + Л 






|(2),2 



(2)7 3^. , 



(2)г4 •» 



их + ^ГлЧ + 4 'лЧ' + лГй-^^ 



.(2) 



ч-^г^'ч- ..+^'л.тг"+у^+г. =л«у\+1е . 



Хл 



(9) 



гд^ положено: 



8„1» 



т (т— 1) 



У1 =7А+7о+^1АГ+^^У + 4.*У+- • •+ЛГ7 

• • • . 
■ ■ * • { 

-4| = 2Л1 \ А^ = Л| + 2Л2 ; Лд == 2А^А2 + 2Лз ; 

Л^' = 2^,^з + А + 2^4 ; 4' -= 2^2 А, + 2^1^, + 2А, ; 

^1" = 2^, ^, + 2А,А^ + Л1 + 2А,; 

и т. д.; вообще , 

^® ^ 2Л^^»,, + 2^,Л»_, + 2^3^-»+- • .+2^»^ А+1+2Л' 
когда, Я; нечетное и 



(10) 



(И) 



9 



2 



когда оно четное, а 












«О 



Аг, <12) 



гд* 






(13) 



Вставляя вместо д) ихъ разложешя иостененямъ 1в [(3) § 117], легко 
убедиться, что ! 




+...+^';^,я+4!V.■ 



1 



Коэффищенты, входящ1е въ (9) и (14), суть коэффиц1енты при стене- 
няхъ X отъ 1 до я(-|-1 въ разложенш в-ь рядъ по воскодящимъ степенямъ 
X функд1И; 



I -\- А,х-{- А.^' ^ Л^х +. : 



-А„/"^.. 



какъ; нетрудно видеть. 
|\ А 139. Просуммируемъ теаерь равенство (9} предыдущаго § отъ Хо до х; 
* ^'получииъ: 



гд4 

(2) Л, = 1"'+ 



,,т+1)^"'.5.Г,. + Л(»,».+2)2]'"«51:!.,и^. 



Изъ {!) надобно исключить, изъ нерпой части его, вс4 2- За 
исключен1емъ перваго члена вс4 У можно исключить при поиощя урав- 
ненШ (4) — (8) предыдущаго §. Чтобы исключить суыиу, входящую въ 
первый членъ, перем'Ьнимъ въ формул'Ь (2) того же § и^, на ^ \ п/ЫЛх; 

тогда оолучинъ, останавливаясь оплть на г'™"'"' въ остаточномъ член*, 
такое равенство: 



(3) 



\Лх +Г + А,к\ '\й1 + А^ь' «.Л + А^,\ + 
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Помножая теперь уравнеше (1) на А, уравнеше (3) на 1 ; уравне- 
Н1е (4) предыдущаго § на Л^^^к ; уравненхе (5) того же § на Л^2^^у урав- 
нен1е (6) на А^^^к , уравнеше (7) на Л^^^Н^, и т. д.; наконецъ (8) на 



-4^/^1А и складывая, посл-Ь сокращен1я получимъ; 



(2;Л) (1|Л) . , 

+•••+^.4-2* ^. '^^1.2^,^+^\'Ш^^'- 



,+ 



Хо 



а) 

•■"■• \ 



гд* въ У2 собрано все независящее отъ х\ коэффиц1енты л-Ьвой части 
равенства суть таковыя при степеняхъ х въ разложен! и функщи 



( 7~[) =(1+-^Г^+4"«^'+- • •)(1+А,х+Л2х'-{-. . .) , 



(4) 






ф^+1)УУ1'+^^^д>,(,,^^2)^^^^ 



Хо 



Хо 



X 



+ 9'2(^,т+3)У..51!.\.и^, 



Л. V 



«О 



гд-Ь 



(2) 



(2). 






■т+1 



И легко вид4ть, что 



(5) 



(6) 



Ч>а{е,т-\-В) = 



»Ц-8 т4-2 



(»»+3)1 

+ -^ + л'1^ + А^'> 



(т+2)! 

(3) 
+2* I "^т+8* 



«4-1 

да_*1__ 
^ (т+1)1 

- I г 



+ 



(7) 



1^0' ИО. Это легко обобщить на ^-кратное сумнироваше, ины получиц^ 

тогда такую формулу: - .; 



~Ч| 






гдЪ л'*', -^а'- • --^^^-1-1 ''уть коэффиц1еаты при ж, х' , . . . хТ'^'' ' въ 
разложен1Е по иосходящимъ степен1шъ х ф}'нкц111 



л«=д-+'+'('к..»>+1)^"Ч"41^..+ 
+у,(л»+2)|"-'Ч-^1;..-^.(.,+з)^''-'.5!!..+ 



9),_,(г,»1+;<)=ЧР(«,».+«+^''->(г,т+4- 1)+ 
'*' ' +А':-"ф,ш+Ч-2)+...+А}:'^'_,9(.,1); 

уасноложавъ ее по степеиямъ х , будемъ им4ть: 



(5) 



9,{',<п+Ю 



+^™; 






ЧТО же касается Ф(х) , то 



•+^^.-'+<! 



(6) ФИ=/ 



(*—!)№ 
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Докажется это обобщеше прежде ^полученнь^xъ результатовъ по спо- 

■ ■ * . ■ • X •■ ' . 

еобу завя»%ен1я отъ Д:к«-&гЬ1 •'1^^^»**я (1) по/;»,, мы ш)ду<йап ея > 



• ■ I • г 



И| 



выражер1е чрезъ вратцие интегралы, „до Л-кратнаго зключитедьцо, и 
пронзводныя съ остаточнынъ членрмъ, въ очень сложной^ п{>авда, формЪ; 

однако при н-Ькоторыхъ частныхъ предположешяхъ относительно V^^^ 

эта форма должна упроститься; мы впрочемъ ла этомъ ^ нам*]§рены 
останавливаться, 

141. Если не требовать остаточнаго члена, то легко вывести симво- 
лическую формулу, съ помощш которой можно найти сколько угодно 
членовъ т9яр^^^ форрсуды, Дотя э;гот:ъ, вдводъ до^я1ы дадцмъ 

его ради его краткости. Обозначая въ (6) § 132 члены ,н^31^вц- 
сящ1е отъ X , а только отъ Х{^ , чрезъ С и беря неопределенные инте- 
гралы и сумму, мы будемъ им^'^ь формулу (гд'Ь пишемъ х вместо X): 



2 «',-с+ ^|гА- 1- 1'.+§->;т .ф *Ч'- . . . 



'.!(1) 



' (1-1 



Суммируя это равенство, получимъ: 



(2) 



по формул'Ь (1), перем-Ьняя V^ на ^^^йх^ь^^ю], и т. д. и вставляя вы- 
ражешя ^]V^йx,^V^у ^«'х» 2*![» и "г; д. ёЬ (2), будемъ мм*тб: 



ЖПГ21 /г^^'*^ 1 П^^ 1 Г- 



(2) 



(2)> 



+л;%;+4'"4+--- 



(3) 



I, •• '.' 



Т 1: < 



Суммируя эту формулу еще разъ и д'Ьлая ташя жэ ррообразрвав1я, 
и повторяя эту операщю Тс разъ, мы придемъ наконецъ къ такой фор- 
муле: 



2'^.=*('«')+^/ ^*'+г^г|'': V-' + 



+ ^ 2*М V^Лx'~'^-{- • . . +^ л_1 I V^X + 



«• '• 






^^^■(«) 




гд4 ф( X I означаетъ ц4лую функщю степеаи /г — 1 съ произвольны- 
ми коэффищентами. Сораведлиность этой формулы докажется по спосо- 
бу заключения отъ Ъ жь к '\- \ . Чтобы найти Еоэффиц!енты, ыы поло- 
жимъ, !■_, ^= а ; тогда унножая результатъ подстановки и' вм-Ьсто у^ въ 
формулу (4) на а"**, мы получимъ следующее равенство; 



(5) 



+ /I? + ^;« 1051. +^;'|, (108О? + . . . + <.-"ФИ. 



Оно должно им'Ьть »гЬсто для яенрерывнаго ряда значевЕй х , а по- 
тому членъ 

а~'"Ф{х) , 

какъ единственный, еодержащ1Й х, долженъ тождественно обращаться 
въ нуль; следовательно вс-Ь коэффнщенты его чъ разсматриваеиомъ част- 
номъ случа* порознь должны обращаться въ нуль; но Тьгда (5) обра- 
тится въ такое: 



(в) 



ш 



1 



1 






1 



Полагая 1ода = ", нолучамъ отсюда: 

— \! к а а а ^ 



(7) I 



+4'Ч 



■1 "■ Т^-^*- 



откуда и видЕЮ, что коэффищеяты А^ , Л^ 

разложен1и функцта '"'''" "'■.'! 



- суть Б0эффиц1енты въ 



И'ЧЯФ ■ 

ш 



въ рядъ по возрастающимъ степенямъ а . Перем^нивъ а на ■ 
иившись нринииать 
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кы получимъ посл-Ь умножешя на у^ об']^ихъ частей пм^ющагося полу- 
читься изъ (7) чрезъ эту зам4ну а чрезъ -— раЕенства, такое: 

асе 



/ 1 \* 1 Г^*^ Г^*""^^ 

(/71 ) ^^^л* ^^'^^*+^П г;^й*"'л:+...+ 



(10) 



сличая это съ (4) и полу^аекъ ок(№чательвю такую символическую 
формулу: 

— вводя еще отрицательные показатели.— Эту формулу . можно подучить и 
сразу, разумеется съ еще меньшею строгость^) замЬчая, что до отки- 
дываши функцюнальнаго символа въ (7) § 1^3 и постояннаго Ь^ будетъ 



(«"-■Г=2. 



(12) 



. ! 



повторял оту операщю "к рйвъ, получись 



( . 



(«'^-Г=Г^ 



(13) 



\м 



похножад на ^^ и придавая Ф\х и подучим^ формулу (11).. 

. 142. Язь формулы Маклореня мож^[о вывести изв'ЬёгйЫ&фбрму^|1ы длк 
механическихъ квадратуръ Симеона и Понселе; но мы йа этом^ оета1- 
навливаться не будемъ: читатель это нафдетъ вм'Ьст'Ь съ вывод омъ Ма- 
клореневой формулы, принадлежащимъ Ак. Имшенецкому, въ конц'Ь I то- 
ма курса Гуз^дд'*'), мы же перейдемъ теперь до вторс^.отд'Ьду обрат*, 
наго исчислен1я конечныхъ разностей, именно къ ннтегрирован1ю урав- 
нешй въ конечныхъ разностяхъ. 



*) Соиг8 йе Са1си1 1пй1е81та1 раг Нойе!. Рап8^ 1878 т. Т. Х, р. 476 ц од*! дующая; 



"«• л. ' 



) 



(3) 
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т 



Для втораго примера пусть будетъ 



{4) !(, = Са^ + С.Ь^ 

«4ш1я X на х-\-}1, яолучимъ: 

(5) «^. = Са'+' + С,Ь-+'; 
еще разъ производя такую перемену, получимъ: 

(6) „^,. = С«-+'' + С1!,-+"; 

всЕлючая 

С а и СхЪ' 

изъ этихъ трехъ уравненгй, получимъ: 



(7) 



2* ,а* 
а Ь и^. 



или, раскрывая определитель л^вой части по элементамъ посл4дияго 
столбца: 

№'-»')»,+» + («"- »"К^ + (а'Г-<.-'б')«, = О , 

ИЛИ, сокращая на ь'' — а': ^^ 

(8) и^^^-(а''-\-Ь\^-^-аЬ\ = 0. : ^Ш 

Это уравнен1е есть линейное безъ послйдняго члена, ибо последова- 
тельная значеп]я функщи «^ входятъ во всЬ члены въ первой степени. 

Если бы мы взяли дв4 посл4довательныя разности отъ (4), то полу- 
чила бы: 



(9) 



Дм, = Са{а~ 1) + С1Ь\ь''— 1) ; 
А\ = Са{а- 1)'+ СЬ^Ь"— 1)% 

исключая Са и С6* изъ (4) и (9), получимъ: 
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1 



1 



«*- 



(а*-1) (Ь-1) Д« 



■■ , ' 



(а*-1/ (6*-1)^ АЧ 



>. 



= 0, 



(10) 



4 .,•(■.'. 



, •'• ,.1 . •••! 



ИЛИ раскрывая по элементанъ посл']^дняго столбца: 

(Ь*-а*)АЧ + ((« - 1)'-(Ь - 1)')лг^^ + 
+ [(« - 1)(Ь - 1) - (« - 1)'(Ь - !)]«« = О , 



I ! 






ЧТО по сокращеши на 



ч \ . 1^-;У '-Л >• / \ м /гНг.;; Л".'. ♦! /'• I.:./ 



ирннйыаетъ т1акоб ]№дъ: 



■■| • г 1г I- ■; и ' •"/ !'■ ' . : I ;• II »| 1 



лч- («*+ ь*-2и«,+ («*- 



."I :. ■ 



А 



(*.= .1:1 



\)\Ь-\]и,^0. 



(II) 



\ 



I 



Это линейное уравнен1е бвзъ посл4дняго ^лена въ Д1<угой формЬ. — 
Раскрывая скоб&и, получимь: ! 



/\и„Л-2Ь.и'^ + и 



- [а'Щи, 



Ь.Н ! 



+Ь'ДЧ+А««|-Ь«И = о, 



или 



«^х+2А— («* + Ь*]ч 



.4, А. 



что тождественно съ (8). 
Щ^ 146. Уравнеше въ конечныхъ разностягь: 



^ 41'^) 



» I • » 

1 И • к > 



\х,%, 



1' . . 



\\ |1: 



' I • 



1 . 






й1Йетъ' кцо^егра^^ъ, заключаюпцй м I^роизвольнй^ъ'А6^с^о^нныxъ: ' Д^Й- 
ствительйй, рФйгая (1) по Д"**^, получимь: ' ' '"' ' »•: •.. :...1 . и 



' 1 . 



ДЧ=^(^.««'А",,АЧ,--.:-.Д""^«*1)1 .,;.|, .. 



' ,. . . •■ ■ . . ••• , I »-'::'1 :.:". .')Ш1ЛГ/.»Т 

1»зявъ конечную разность отъ об4ихъ частей, и исключая изъ ре^^у^лщ 
та при помощи (2) разность п-го порядка, получимт»: , 



> I 



I..) ЫТ^ 
* 




А''^'и^ = ^Р^\x ,и^, Аи,, А\,- ■ ■ А"~\] ; 
продолжал дЬлать тоже самое, будемъ имЬть вообще: 



(4) 



Д 



(5) 




( ".+/.'' = ". + СГ А«,+ С,' дЧ + - ■ • + 
1 +^':_,Д""'«,+ С:Д"м, + ...+Д''1^,; 

полагая во (2), (3) и (4) 

х = а, и^^С,; Д "„ = С, . . . Л""'»^ = С„ , 

мы будемъ нм4ть и Д и^ для вслкаго г выраженкымъ чреиъ эти ве- 
личилы; зан'^^вля зат'йиъ въ (5) «-ьрА чреаъ х, и подставляя иыра- 
жеи1а Д м^ въ (5), мы будемъ ин^ть: 

+ С^4.,9',( )4- 



(б^ 



-с>,_л. 



■); 



НО; р = — - — ; ввося это въ числнтелИ бипом1альныхъ коэффиц1ептовъ, 
лолучинъ «^ вырансеннымъ чрезъ ят и и произвол ьныхъ постоянныхъ. Это 
будетъ интерполлцшпная формула для и^; съ помощ1к1 ея можно вычис- 
лять значен1Я и^ для всякаго х между а \л а -{-рЬ ; для другаго р можно по- 
лучить другую формулу, подобную этой. Отсюда видимъ, что всегда мож- 
но вычислить аиачен1е м^ для давнаго ж, когда кром!! уравпеБ1я даны 
еще для х = а зваче1ия и^ и ея » — 1 посл'Ьдовательныхъ разностей. 
Но изъ этого еще не сл4дуетъ, чтобы фунвц1ю удовлетворяющую урав- 
не111ю (1), или, что тоже (2), всегда можно было бы выразить при помо- 
щи иэв'Ьстиыхъ функц1й: это удается въ очень немногихь случаяхъ: 
прост'11ЙШ1е изъ этихъ случаевъ и въ то же время наибол'Ье замеча- 
тельные, мы ниже и разсмотримъ. Еще проще получается этотъ выводъ 
для второй формы ратаостпыхъ ура1111с.н1Гг, что предоставляемъ чита- 
телю сд'Ьлать самому. 
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Ч 147. Къ числу уравнешй въ конечныхъ разностяхъ, интегралъ кото- 
' рыхъ можетъ быть найденъ, или сведенъ къ суммированию, относятсл 

линеЁныя уравнешя, (прим^^ръ которыхъ мы им^ли въ § 145), общ!й 

видъ которыхъ для 1-го порядка есть сл4дующ1Й: 

Аи,+ Р^и^^д,, (I) 

гдЬ Р^ и ^^ суть функц1и одного X , или постоянныя величины, или ^6 
такой: 

* 
гдЬ В^ и ^^ тоже или функщи одног(^ х или постоянныя. Если въ пер- 
вое изъ нихъ вставить вместо Дм^. его выражен1е чрезъ значешя 
функщи: 

или въ последнее выражен1е и^^^ чрезъ и^ и разность А%' 

и^^н=%+Аи^, (4) 

то легко найдемъ, что 



«.' I 



или 



М=Р-1, (5) 



р.-к+^- . (6) 



Въ об^ихъ формахъ линейное уравнен1е въ конечныхъ разностяхъ 
перваго порядка интегрируется по способамъ, аналогичнымъ способакъ 
интегрировашя линейнаго дифференц1альнаго уравнешя перваго порядка. 

ич 148. Положимъ въ (1) предыдущаго §: 
тогда будемъ им-Ьть: 

внося въ упомянутое уравнеше, будемъ им4ть: 
или 
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Таиъ какъ одною изъ введенныхъ вместо и^ фувкщй мы моженъ ра- 
сполагатг, по произполу, то можемъ для 011рел'Ьле111Я ея положить: 

(А) Аи!^-\-Р^гс^=0, 

и тогда (3) приьелется къ такому: 

№) «',+.А».= <г.- 

Перепрел въ (4) второй членъ въ другую часть уравнен1Я и приба- 
вввъ къ об'Ьимъ частямъ его по гс^, мы подучииъ: 

или "--Г ■■"■■^!''' ^ 

ги на т^ и логарнемируя, получимъ: 



д'Ьля ( 

(6) 



Л'Ьвая же часть есть пе что иное, какъ Д1одм-^; а потому окончатель- 
но это уравнев1е такъ пуедстаинтся: 

С') Д1о8гс, = 1о-(1— Р^. 

Отсюда же, суммируя, ыаходимъ: 

(8) 1о-»^=У|ой(1 -РЛ-108С, . 

Но это С| , какъ уиидимъ, всегда можпо Припять = 1 . Изъ (8) им'Ьемъ: 



(3) 



^1оё(1-Р^) 



и-^= С,е " 



внося это въ (5), будемъ им'Ьть оттуда: 
отсюда, суммируя, получаемъ: 
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V. 



-к\Ь' 



■2108(1 



-Р.) 



+ ; 



(11) 



ВНОСЯ отсюда и изъ (9) въ (1), будемъ им-бть окончательно: 



И-А 



21ок(1--Р^г т ' -21о«(1-^:.) 






!;«. 



+ с 



■ » 



(12) 



откуда д-Ьйствительно Сх исчезло. Это и будетъ ^ интегралъ линейна- 
го уравнен1я въ конечныхъ разностяхъ 1-го порядка. Въ этой форм* 
онъ совершенно аналогиченъ интегралу линейнаго дифференщальнаго 
уравнешя Ьго порядка. Но зд'Ьсь первое сумниробан1е можно выполнить: 



X IX 

2 1о§(1 - Р,) = 1о§ Ц(1 - Р,) 



следовательно 



X 



И 






-ЁЬд(1-Р^) 



=-т-Рх) 



1 



«Н-А 



П(1-^'.) 



ВНОСЯ это въ (12), получимъ: 



X 



X 



«.=П(1-р.)2 



<г. ' 



аг+Л 



+ с 



а 



а 



П" -^•' 



' а 



(13) 



(14) 



(15) 



(16) 



1п^« 149. Только что изложенный методъ интегрирован1*я линейнаго урав- 
нешя въ конечныхъ разностяхъ перваго порядка прим4нимъ и къ дру- 
гой форм-Ь этого уравнен1я, т. е. к-^ интегрированхю уравнешя 



м^л+ В^и^= Я^ . 



(1) 



Въ этомъ случа-Ь изъ положеннаго равенства 



..л 



Такъ какъ одною «яъ введенпыхъ вмЬсто п^ функщй мы иожемъ ра- 
СЕОлагпть по произволу, то можемъ для опред'Ьлсн1Л ея цоложить: 

(4) Аи'^-1-^'Л=''' 

и тогда (3) приведется къ такому: 



(У 



«.+.Д1',= й. 



я 



Иеренеел въ (4) второй членъ въ другую часть уравнен1я и приба- 
вввъ къ об^имъ частямъ его по 11\, мы получииъ: 

или ■■'' ''1'" '"" ■''■ 

д'Ьля обЬ части на *у^ и логарифмируя, получинъ: 
(6) 1ой— - = ]ое(1— Р,); 



л'Ьвая же часть есть не что иное, какъ ДЬ^и'^ ; а потому окончи' 
но это уравнев1е такъ иредстаии'1'сл: 



(7) Д1о§и', = 108(1— Р^;. 

Отсюда же, суммируя, находимъ: 






1о5гг^=У 1о!;(1 — РЛ-Ч'*^, ■ 



Но это С| , какъ уиидимъ, всегда можно принять ^= 1 . Изъ (8) им'Ьемъ: 



О) 



1г,= С,«° ; 



внося это въ (5), будеиъ имЪть оттудгь; 



(10) 



1 



отсюда, суммируя, получаемъ: 
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•■Ч2;«- 



-2108(1-^'^ 

+ 01; 



(11) 



внося отсюда и изъ (9) въ (1), будемъ им-бть окончательно: 



И-А 



21ок(1--Р^| т ' -2Ь^(1-1^) 



X XX 



1ЯТ — ^ ш^^^ 
а • 



+ с 



■ ) 



(12) 



откуда действительно С1 исчезло. Это и будетъ ^ интегралъ линейна- 
го уравнен1я въ конечныхъ разностяхъ 1-го порядка. Въ этой фори^ 
онъ совершенно аналогиченъ интегралу линейнаго дифференщальнаго 
уравнешя Ьго порядка. Но зд^сь первое суинирован1е можно выполнить: 



X IX 

21о§(1-Р,) = 1одт(1-Р,) 



сл'Ьдовательно 



X 



и 



п 



- ^ 1ов(1 -Р,) 
а 



=-т-РхУ 



1 



х-\-Н 



Д(1-Р.) 



внося это въ (12), получимъ: 



X 



X 



«=Д(1_Р^2 



<3. 



а 



1+* 
« ■•а— Р.) 



Л-с 



п< 

' а 



X' 



(13) 



(14) 



(15) 



(16) 



\фр 149. Только что изложенный методъ интегрировашя линейнаго урав- 
нен1я въ конечныхъ разностяхъ перваго порядка прим4нимъ и къ дру- 
гой форм-Ь этого уравнен1я, т. е. к-^ интегрированхю уравнешя 



%^ъЛ- В^и^= ^^ . 



(1) 



Въ этомъ случае и.зъ положеннаго равенства 
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(2) м,= »».«'х 



будетъ следовать: 



«аЧ-*=^Н-*-«'Н* = 



(3) 

внося отсюда и изъ (2) ъъ (1), получииъ: 

полагая здЪсь 

МЫ приведемъ наше уравненге къ такому: 

такимъ образомъ опять интегрирован1е уравнен1я (1) привелось въ инте< 
грирован1Ю уравнен1Й (5) и (6). Изъ лерваго находимъ ^ 






сд']&довательно 



(7) * А\от,= *^"('^"/ ^ '^"(""^-^ ' 

и потому 

X 

(8) 2 •о8(- Д,) 

ВНОСЯ въ (6), получимъ: 

Л^, = — — = 7^<2хв 



следовательно 



Х4-Н 



(^) -.=^ ^<г,е " +с\, 

И потому по (2) 
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2 1ов(- 2?,) I у - 2 Ь8(--В«) 



и, = е 



^^^.е 



+ С\, 



(10) 



•а 



ЧТО согласно съ (12) предыдущаго §, ибо по (5) § 147 им-Ьемъ 



-Д,= 1-Р.. 



(11) 



Уравнеше (10) можно такъ представить, переходя отъ 1о§ къ числу: 



«■=п< 



■в.) 



а 



9. 



+с 



Л(-Ю 



(12) 



,^, 



\\()^ 1оО. Предыдущей способъ ножетъ быть еще иначе представленъ, и 
въ этой ВОВОЙ фориЪ онъ распространяется на уравнешя высшихъ по- 
рядвовъ. Мы провнтегрируеиъ сперва вместо полнаго уравнешя: 



Аи, + Р,и,= д, 



(1) 



или въ другой фори^ 



«»+* + -В,«,= С 



(2) 



уравнеше безъ посл'Ьдняго члена, следовательно уравнен1е: 



Аг4;^+Р.^. = 



въ первонъ случае, и 



«<'^л + ^.«^а:==0, 



'а4-Л 



(3) 



(4) 



ВО второмъ,— трд-Ь мы перем^Ьнили обозначенхе функц1и, такъ какъ это бу- 
детъ уже другая функцхя. Но уравненхя (3) и (4) суть соотв-Ьтственно 
уравнешя (4) § 148 и (5) § 149, а потому интегралы ихъ будутъ соот- 
ветственно 



X 



2 108(1 -Р,) 



«',=016 



(5) 



и 



21о8(-В^ 



1^;,=С1е 



(6) 



Мы попробуемъ удовлетворить данному уравнен1Ю (1), [соотв^ЬтстввНг- 
но (2),] принявъ зд-Ьсь Сх за некоторую функц1Ю х; перем4нивъ сооб* 
разно съ этимъ обозначеше ея на С^., мы будемъ имЪть: .;•,.■); 
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(7) 

въ первомъ случае, и 



(8) 



21о8(1-Р^ 



м»= 



^хв 



X 



«««= 



X X 






во второмъ. Изъ (7) ииЪемъ по правилу для произведен1я двухъ функцШ: 



(9) 



Аи^ = 



X X 



Ё 108(1 



■Р«) 1 108(1 

+ а 
€ 



-Рх) 



да; 



но по П0НЯТ1Ю О разности: 



(10) 



Е 108(1 

X 



»±к X 



— е 



ХМ!-^.). 



=е 



1ог(1-Р,) _ ^ 



21ог(1-Р,) 



[ибо 



следовательно 



(11) 



,У'-'^-1 = 1 _р^_ 1 = _ р^;] 



|;1ог(1-Р^ Е1о8(1-Р») 



Дм, = — С.Р,е 



+б 



а 



АС; 



внося это въ уравнеше (1), равно какъ и изъ (7) выражеше и^., мы по- 
лучимъ по сокращен1и: 

х+к 

21о8(1-Р«) 



откуда найденъ 



(12) 



-Х1о8(1-Р,) 



внося это въ (7) получимъ: 
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2 108(1 -Р«) 



и^=е 



х4-М 



1108(1 



-Р.) 



+ С] 



согласно съ (12) § 148. 
Точно также изъ (8) ни^емъ: 

2 108(-Л.) 



С1 " 

внося ЭТО ВО (2), получимъ: 



=( 



а+Ас 



Ф" 



2 1о8(-^г.) 



X 



I ч Х108(-5,) Е1<»8(— В») 



НО 



_ Я! =>(--««) 



Д, = е 



посему 



«+» 



Е1о8(-Л^ .Х1ов(-Д,) 



^г.е" 






(X 



(13) 



(14) 



всл^дств1е этого уравнен1е (14) по сокращеши приметь такой видъ: 



1»+* 

АС1,'е » 



= ««, 



(15) 



откуда найдемъ 



X 



с. 



=1я. 






-■В.) 



+ С; 



(16) 



внося это въ (8), будемъ им^ть: 



2 1о8(-В,) 



/ X 



и^=е 



2«. 






I а 



(17) 



что .тождественно съ (10) § 149. 
) '^ I ^ 151. Пояснимъ изложенное прим^ронъ. Пусть дано уравненхе: 
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(1) «^-а«,=а^'"*; 
уравненхе безъ посл4дняго члена будетъ: 

(2) ^,4^- а)11С= О ; 
сл'Ьдовательно 

ИЛИ 

отсюда 

следовательно 

(3) 'ш^Са . 
Пусть 

(4) ^.= С?У; 
вставляя въ (1), мы подучимъ: 

- (5) АС,= а-^^"'^ 

откуда найдемъ 

(6) С,= ^а-"1{:<'"1»' + С, 

а 

И потому будетъ 



(7) и=аи>.= а 



|^„-«-^К* + с}. 



I а 



Входящее сюда суммированхе можетъ быть выполнено по частямъ, 
(см. § 107), что мы предоставляемъ читателю сд^^лать самому. 
^\'^>^•« ^^2. Пусть еще дано такое уравненхе: 

(1) «*а:+1+«««= — (^+1)- 
Уравнеше безъ последняго члена будетъ: 

(2) и;^1+«^'.= 0; 

отсюда 
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ш 



х-\-1 



го. 






сл']^довательно 



А1о§гг»=1о§(— 1); 



суммируя это, подучимъ 



1рдм;^= X 1о§(— 1 ) -Ь 1о§(7, 



и переходя отъ логариема къ числу: 



гс,= С{-\)\ 



(3) 



Положрнъ теперь 



«.= а(-1Г; 



(4) 



тогда будетъ 



= С,(-1)'^'+да.(-1)'^';', 



внося отсюда и изъ (4) въ данное уравнен1е (1), будёмъ им4ть: 



(5) 



.«+1 



у«+1 



С,(-1Г'+Д С, . {-\Г^~-\- СЛ-1)= - (х+1) ; 



И по сокращен1и 



отсюда 



АС, 



АС.-(-1)"*"^==-(И-1); 



^=-й^=(-1П^-Ь1)' 



(-1) 



(^1)' 



или наконецъ 



[ибо 



АС=(-1Г(х+1), 



(-1Г=:^=-1.] 



(6) 



Изъ (6), суммируя, получимъ: • 



0,-2(-1Г(ж-]-1) + С, 



(7) 



Суммируя по частямъ, будемъ им-Ьты 
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2(-.««+.) = -;^-^^(«+1)-2{з 



у«+1 



1Г^М 



(- 



— 2 



(-1) 
(х+1)-2^-^2 



(-1/-1 









2 (-1)-1 



= ^-(-1)^\^+1) + Ь1)! = 



2 



1 



.«+1, 



==±.^^1р-^(2х+1); 



ВНОСЯ это въ (7) будемъ им-Ьты 



(8) 



1 



.«+1, 



С, = ^(-1ГЧ2х-\-1)+С, 



И вставляя это въ (4), получимъ: 



(9) 



и, = - \ {2х +!)-{- а- 1)', 



такъ какъ 



(-1Г(-1)^'=(-1)^^'= - (-1)^*= - (4-1) = - 1 



при X ц^лоиъ. 

« 

I ' ■*. 153. Пусть дано еще такое уравнеше: 






(1) 



(х—1)Аи^ — 2и^ = 2; 



д^ля на X — 1 , дадинъ ему нормальный видъ: 



(2) 



2 2 

Ак г и. = 



х—1 



х—1 



следовательно по формуле (12) § 148: 



Е1о8 1 



(3) 



м, = е 









\ а 
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Но 



н11-^\=\о§(^^\=^\о§{х+1)-\о§{х-1); (4) 



потому 



а ^ ^ а I 

= 108(«+1) — 108(а— 1) + 
-|-1од(а+2)— 1ой(а)+ 
+ 1ое(а + 3) — 1о?(а + 1) + 
+ 108(« + 4) — 108(а + 2) + 

'+ . ... + ^ 

+ 1о§(ж - 1) — 1о8(а; — 3) -Ь 

+ 1о§а; — \оо{х — 2) = 

= 1о§а; + \о§(х — 1) — \о§а — 1о§(а — 1) = 
= 1о§ х{х—1) — \оё а(а—1). 

Но 1о8«(«т— 1) есть постоянное количество, которое можемъ отбросить, 

такъ какъ намъ достаточно им'Ьть частное значеше У1о§(1 ^гт)' 

тогда будемъ им'Ьть: 



•» 



21одГ1:-^^=Го8а;1[х-:'1); " 



« . .1 



(5) 



(6) 



I '1 



И следовательно 



Ь \ *-1^=а,(а:-1); (7) 

— V 108(1-— ) 1 



вставляя эти значен1я въ (3), получимъ: 



'. = <-Ц^хЯ^М-: ... ») 
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но по фориулЪ (3) § 97: 



(10) 



^Ь:11ШШ-^1,^'^^^ —2- 2.1 



= _(^_1)(-2|1)= 



— I 



(ж— 1)» ' 

потому (9) окончательно приметь такой видъ: 
(11) и^ = Сх{х—1) — 1. 

А^С Ц 1 54. Найдеиъ м. изъ уравнешя 

Уравнеше безъ посл4дняго члена будегь: 
(2) ^^1—^^'\ = 0' 



'«4-1 ^ ''» 



отсюда 









следовательно 



Д1о8», = 2ж — 1 , 



и потому 



= 2 ^^^^^^ — ж + 1о§С7 = ж* — 2д; -Ь ЬгС , 



следовательно « 

(3) V;, = Се ; 



положивъ 

(4) «, = С,е 



будемъ ии^ть 

(5) 



и^,^[сЛ^С^У'^'' 



-2(иИ-1) . 



ВНОСЯ ИЗЪ (4) И (5) въ (I), будемъ имЬть: 
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21ов(1-Р,); 



и,=в 



12 «, 



2:108(1 



-^*x) 



+с] 



согласно съ (12) § 148. 
Точно также изъ (8) лч^еиъ: 






внося это во (2), получимъ: 



'=(с,+дс,) 



^? 



1о8(-1г,) 



а?+А 



о; 



СЛАСЪ 



) 



2 1ов(-2г^ 



21о8(-Д^ 



'+ ИЛе 



= «,; 



но 



р ^ ,Ш-в,) ^ 



посему 



Е1о^(--В,) 



. 1 1ов(-Л») 



^г«е 



а 






(13) 



(14) 



всл'Ёдств!е этого уравнеше (14) по сокращеши приметь такой видъ: 



11ов( 



-■в.) 



АС> ' 



= «х. 



(15) 



откуда найдемъ 



X 



=Х 



-1108(- 



С.-УЯе 






(16) 



внося это въ (8), буденъ имЪть: 



2 1ое{-В^) 



/ а; 



«х=е 



Ее. 






I а 



' » 



(17) 



"ЧТО , тождественно съ (10) § 149. 
\Т\ ч ^^^' Пояснимъ изложенное примйромъ. Пусть дано уравнен1в: '■*' 



^-' 
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(1) «»^— «м«=ж'""*; 

уравнен1е безъ послЪдняго члена будетъ: 



(2) 




гс^ а% 0; 


сл-ЬдоватедБио 




^' — а, 


или 




1 


отсюда 








1о§м;,= 


= \о§а . X + 1ощС — 1одСа* ; 


следовательно 






(3) 






Пусть 






(4) 







вставляя въ (1), мы получимъ: 

■ (5) АС=а-1с'''К 

откуда найдемъ 

(6) С,= ^ а-^г^""'' + С , 



И потому будетъ 

X 

V а 



(7) м^=Ол=«' 



^а-'-Г-* + 



Входящее сюда суммированхе можетъ быть выполнено по частямъ, 
(см. § 107), что мы предоставляемъ читателю сд^^лать самому. 
\^^%. 152. Пусть еще дано такое уравненхе: 

Уравнеше безъ последняго члена будетъ: 
(2) г^,_^г+^.= 0; 

отсюда 
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г^. 



аг-1-1 



го„ 



= -1, 



сд']^довательно 



Л1о8гс7-=1о§(— 1); 



суммируя это, получимъ 



1о?м;„= X 1о§(— 1 ) -Ь 1о§(7, 



и переходя отъ логариема къ числу: 



«б^=0(-1Г. 



Положимъ теперь 



тогда будетъ 



««=а(-1Г; 



и 



= С^,(-1Г+* = 






,»+1. 



(3) 



= С,(-1Г'+ЛС,.(-1Г^Г] 
внося отсюда и изъ (4) въ данное уравнен1е (1), будёмъ им4ть: 

01-1)'+' +АС^ . (-!)'+'+ 01-1)'= - (х+1) ; 



(4) 



(5) 



и по сокращен1и 



Да.(-1)'^^=-(^1); 



отсюда 



АС = - 



^% = ^=^ = (-и-'№). 



(-1) 



(-^1)' 



или наконецъ 



АС.= (-1Г(х+1), 



[ибо 



-1 1 



(_!)-'= _1_ = _1.] 



Изъ (6), суммируя, получимъ: 



С,=''^{-1Т{х+1)-^гО 



Суммируя по частямъ, будемъ им-Ьты 



. I 



(6) 



г ■ • • 



1 
-■ ^ 



(7) 
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1 



2 (- 1Г(^+1) = Д Д ^ (^+1) -2 \ 



-1Г+\1 



-1)^-1 






(-1) 






= 1(-1Г+\^+1)-1 /7л^\ = 



Ч(- 



1 



2 (-1)-1 



.0^1. 



= ^(-1Г'(2л;+1); 



ВНОСЯ это въ (7) будемъ им-Ьты 



(8) 



1 



.«+1, 



с7.=^(-1^ч2д;^-1)+с, 



и вставляя ато въ (4), получимъ: 



(9) 



«х = -Х(2*+1) + С(-1)% 



к/ чъ/ . 



такъ какъ 

# 

(-ХП-!)"^ =(-1)"^'= - (-1)''= - (+1)' 

при X ц^лоиъ. 

153. Пусть дано еще такое ура.внен1е: 

(1) (ж— 1)Дм, — 2м,= 2; 

д^^ля на л: — - 1 , дадимъ ему нормальный видъ: 






(2) 



Аи^ г % = — 7 

"" X — I ^ X — 1 



следовательно по формул* (12) § 148: 



ЕМ! 



(3) 



м, = е 









\ о 
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Но 



^0^1-^\=\0ё(^]=Ых+1)-\08{х-1); . (4) 



потому 



X ^ ( 

а ^ а I 

= 1о8(«+1) — 1о8(о— 1) + 

+ 1о§(а + 2) — 1оё(«) + 

+ 1о§(«+3)-1ог(а+1) + 
+ 1о§(а + 4) — 108(а + 2) + 

+ ......+ ..:...:■.., .. 

+ \о§{х - 1) — 1о§(а; — 3) + 

+ 1о§а? — 1о§(д; — 2) = 

= 10^0? + 1о5(а; — 1) — 1о§а — 1о§(а — 1)= ' ' 

= 1о§ х(х — 1) — 1о§ а{а — 1). 

Но \о^а{а — 1) есть постоянное количество, которое можемъ отбросить, 

а? / ' л 

такъ какъ намъ достаточно им'Ьть частцре значеше У) 0^11 г); 

тогда будемъ им^ть: 



-^108 И - —Л = - \оф+-\)х, 



(5) 



(6) 



и следовательно 



У108(1 4) 



' {х+1)х' 
вставляя эти значен1я въ (3), получимъ: 



(8), 



«.=*-.)(2^:^у^ + с}; 
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но по формуле (3) § 97: 



(10) 



^ (х— 1)а?(л:+-1) ^ 2.1 



=_(^_1)(-2|^)= 



— 1 



{х—1)х ' 
потому (9) окончательно приметь такой видъ: 



(11) 



и^ = Сх{х — 1) — 1 . 



/^ 1^^ ^1 1 54. Найдемъ м^ изъ уравненхя 
(1) 



2х-1 



а?а 



^х+1—^ «** = « 



Уравненхе безъ посл4дняго члена будегь: 



(2) 



отсюда 



^х+1—^ ^х = ^' 



V 



аН-1 2а?-1 



сл'Ьдовательно 



и потому 



= 2 



А1о8^^ = 2л;— 1, 

^о§V^^^^2x—^)^2^x^-^x^=-^ 

х[х — 1) 



+ 1о§0 = л;=' — 2а?4-1о8С, 



следовательно « 
(3) 

положивъ 

(4) 

будемъ им*ть 

(5) 



V, = Сё 



х*-2х 



X я 



ж»— 2ж 



«.+х;=(с'.4-АС,у^'^-^^'+''; 



ВНОСЯ изъ (4) и (5) въ (I), будемъ имЬть: 
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(с,+АС,)с^'+^'*-'^•+"-С/-^^-^=в" ■ , ".(6) 



•-. ( 



или, такъ какъ («+!)' — 2(а;4- !) = («+ 1 — 1)'— 1= ж' — 1 , 

ДС,./'-'=е'*; (7) 

ИЛИ -.'..■■■:• 

ДС. = в; . . (8) 

суммируя, найдемъ 

(?, = а;.в+С; ,. .^ (9) 

внося въ (4), подучимъ: 

«,=ж.в<-'''+с^."'-" , '' ' • '■ ••■ ' (16) 



• # • I 






ИЛИ, полагая С'.е^^с, окончательно: 

и, = е"-'% + с). (11) 

1^^, 155. Переходимъ теперь къ теорш линейныхъ уравненШ въ конеч- 
ныхъ разностяхъ высшаго порядка. ОбщШ видъ ихъ иъ й^др^оШ форя% 
такой: . 



п-1 I -г^ А н— 2 



гд4 ЛГд, К^^ К2-''К^^^, К^ и ^^ суть либо функцш одного а:, либо 

постоянныя; въ посл^^днемъ случае уравнеше называется линей нынъ 
уравнешеиъ въ конечныхъ разностяхъ съ постоянными коэффиц!ен1*ами; 
если ^ = О , то будемъ им'Ьть уравнен1е безъ послгьдняю члена. Во вто- 
рой форм% обпцй видъ его будетъ: 

гд^ ^^у Ь^, Хд. . -Х^ и ^^ суть тоже или функцш х^ или постоянныя. 

Если въ (1) ^^: Я^ = пост., то переменяя «^ жа ^+(^- Я'^)^ лйпо- 

лучимъ уравнен1е для V^ съ т'Ьми же коэффищентами, но безъ посл'Ьд- 

няго члена, какъ въ томъ нетрудно убедиться. Мы увидвмъ, что уи'М 
находить интегралы линейныхъ уравнешй безъ посл^дняго члена, мож- 
но всегда найти и интегралъ полнаго уравнешя, т/е. съ послед нимъ 
членомъ. Точно также зная одно частное рЪшеше ураё&ев1Я (^У^^жк^2)^ 

мы сведемъ отысканхе полнаго интеграла *) уравнен1я съ посл'Ьднимъ 

л:)- 

'*') т. е. заключающаго п производьвыхъ постоянвыхъ. 
Тихомандрицкгй, Курсъ теор1и конечн. разностей. 14 
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членоиъ къ отыСЕан1К> иоляаго интеграла ураввен1л съ т^ми же Еоэф- 
фиц1ентакя, но безъ посл'Ьдняго ч:лена. ДМствательно, если м^"' есть р-Ь- 
шен1е уравнев1Я (I) [или (2)], то полагая 

(3) «.= »Г+», 

н вставляя въ дааное уравнеше [(!)], мы будемъ им4ть: 

ибо 

ПО предположена. [Тоже иы^етъ ыгБсто и для другой фориы.] Отсюда 
сл^дуетъ, что иы должны прежде ваняться уравнен1я«и безъ послЪд- 
няго члена. 
4 6 (в. '^^' ^У'^ч'ь лано уравнеше беаъ послЬдняго члена въ первой форм4: 

относительно его имеются сл'Ьдующ1я предложен1я; 

I, Если положеше и^=^у^. ему удовлетворяетъ, то ему удовлетворить 
и и^^Оу^. Действительно, вставляя это последнее значеше н^ въ (1), 
будемъ им4тъ, так* какъ 



Д™С(;^=СД\ 



!1;(да^..результатъ: 
-отн *<И 



тождественно, ибо множитель въ скобкахъ ( ) по предложен1ю тожде- 
ственно := О . 

II. Если фуявд1и г"' , г^г' , . . . г;^"'' удовдетворяютъ уравнев1ю ( 1 ), будучи 
подставлены въ него вместо, и^ то ему удовлетворить и функция 

Действительно, ,, „^р 

и ДЧ='|'с,Д%Г' ; 
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а потому результатъ ]|ставки этой функцш вм']^сто и^ въ (1) будетъ: 



*=т 



2с7,(1г„д«««+л:,д"Л«+.. .+г„»«)=о 



^=о 

тождественно, ибо множитель важдаго С^ въ л']^вой части по предпо- 
ложен1Ю тождественно равенъ нулю. 

III. Если п частныхъ интеграловъ уравненхя (1), именно: V^^\ V^^\^ . .!;^**^ 

суть линейно независимы, т. е. таковы, что между ними н^тъ соотно- 
шешя вида: 



.(1) 



.(2) 



И 



Л<^+Л<Ч---+ЛС-о, 



(4) 



то тогда они составятъ полную систему частныхъ инттраловь даннаго 
уравнены (1), и выраженю 



«=* 



«.=2^*^-' 



(5) 



<=1 



будетъ полнымъ интеграломъ даннаго уравненхя, ибо будетъ содержать 
п произвольныхъ постоянныхъ С^ , С^,' "С^* 

IV. Всяк1й другой интегралъ !;?*'*"'^ выразится чрезъ интегралы пол- 

I 

НОЙ системы по формуле (5). Д']^йствительно, полагая 



«=п 



С« 






(О 



(6) 



МЫ будемъ им^ть для опред']^лен1я значен1я произвольныхъ постоднныхъ 
тккуто систему п уравнейгй: 



%=п 



V 



(»»+1) 



X 



=24»». 



1=1 
^=11 



л«?, 



(Н-1) 



-2;с.Ае 



«=1 



«=п 



д«-1^М-1)_2С,Д^-".«, 



«=1. 



(7) 



к ( 



1-1 



определитель которой: 




д»"' Дк". • ■ д»Г 




(6) 



1^1 



д— ,™д—„'.-'...д-ч' 

не =0, [ибо нваче между ^^ вкЬло бы н'Ьсто соотношение вида (1);] 
а въ такомъ случай изъ уравненШ (7) для С^ , С^.-.С^ получатся ко- 
нечныя и определенный эначен1я, вообще отличныя отъ нуля, покрай- 
ней к:Ёре н1^которыя йть няхъ. 

157. Тоже предложен1е можно доказать и въ томъ случаЪ, когда 
ураввев1е вт. конечныхъ разностяхъ и-го порядка дано во второй 
фор1I^^, иыешш: 

Пусть и^^^х ^''У удовлетворяетъ; тогда и к^^Сс^ будетъ ему удо- 
влетворять. ДМствнтельно 

вставляя, получииъ такой результатъ: 

тождественно, ибо виражев1е въ скобкакъ { | тождественно равно нулю, 
такъкакъи^ по предположен1Ю удовлетворяетъ уравнен1го (1). — Дал4е, 
если ^^ , "!'■ ■ ■"1"'' суть частныя р'Ьшешя уравнеп1я (1), то и функпДя 



будетъ его р^шешемъ; действительно 

вставляя это для А; ^ 1 , 2 , 3 . . . н нъ ( I ) и располагая по С,. , получимъ: 

(4) '|'о,к.:;.,+А.!;.-^.+...+ь, 



^ 
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тождестеенно^ ибо кдожитель при важдохъ С^ тождественно равенъ ну- 
лю, такъ кавъ ь^^ по нредподоженш удовлетвордетъ уравнешю (1). — Если 

т^=^п и ь^^ линейно независимы, т. е. не связаны уравнешемъ вида 
(4) предыдущаго §, то 



4=н 



«.=1^. 



с*' 



(<) 



(5) 



•=1 



будетъ полнымъ интегралоиъ, и всякхй иной интегралъ нашего уравне- 



.(•Н-1) 



.(1) ..(2) 



(Н) 



шд ь]Р^ ' внразитса чрезъ V^\ ^'^. .ьу по формул* (5). Действитель- 



но, полагая 



•=* 



.^«=:2С^«, 



(6) 



*=1 



МЫ будемъ имЪть для опред&[ен1я значешй произвольинхъ постояяннхъ 
такую систему п уравненШ: 



•=п 



«^''=2^'^- 



V 






•=1 



«=* 



-1 

«•=0 






4=п 






<=о 



(7) 



которую получимъ изъ (6), переменяя последовательно д; на л?, 
л+Л,...а; + п— 1А. Определитель этой системы: 



V 



а) 



V. 



(2) 



к..и 



(») 



V 



(1) 



V. 



(2) 



ж-Н ^«-Н 



...I; 






(1) (2) (п) 



(8) 



не равенъ нулю, ибо иначе между ь^\ ^|---^Г^ им*лобы м4сто со- 
отношеше вида (4) предыдущаго §; а потому, р^шая уравнешя (7), мы 
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г 



пояучииъ для 6\ г 0^ ;• • • 0^ значен1я конечныя и опредЪлеввня, (шкч^ 
ныя вообще отъ нудя, поврайней н^рЁ н^Ькоторщ^ > 

\^'}%* . 1д8. рп^ед^лители, (8) §§.15$ е 157 равн» между ,со0ою; вЦ са^омъ 
д-Ьл-Ь отъ одной формы линейнаго уравнешя къ другой пе^ехр^ть д4г 
лается при помощи форму лъ (4) § 29, н (7) § 31, линейныхъ относи- 
тельно элементовъ важдаго изъ ст.ол|5цевъ цашихъ опред']^лителей; сл*]^- 
довательно, если въ одномъ изъ этихъЧ)пред^лителей зам^нимъ элемен- 
ты ихъ выражешя&1И по надлежащей изъ упрмянутыхъ формулъ, то по- 
лучимъ опред'кЕштадь, который приведется къ араиэведб]^кудру1юр01явъ' 
них'Ь'( на опред']^литедЕ»»г Аотораго вс*]^ ^леме^ты по одну стофО^Ц гла№ой • 
д1агонали будутъ = О , тогда какъ элементы самой дхагонали бру^ ч= 1» 
и который потому самъ будетъ = 1 . Это же легко проверить насамомъ 
д^л^, именно отъ каждаго изъ вдщи^ъ двух^ определителей легко пе- 
рейти къ другому. Въ самомъ д-Ьл* вычитая изъ каждой строки опре- 
д4лителя (8) предыдущаго §, предшествующую, мы, не изменяя вели- 
чины онред4лителя нашего^ д!в1димъ ему такой^видъ: г ^ ь 



(9) 



Г= 



V 



а) 



X 



V 



(2) 



V 



(«) 



X 



\м 



(1) 



I\V 



(2) 



X 



... Д!;! 



(♦») 



ч 



'Д^! 



(1) 

И-* 



Ы1^ . . . Д«^^"^ 



(2) 



жН-А 



(1)' '• Г - 



.(2) 



М 



ВЫЧИТАЛ зд4сь. кад5;11ую строку, щ^чдщщ со второй,, изъ.сдАдуфЩ^^л «1^ 
не изменяя величины определителя,., дадицъта]у9* ^^К^ ему: 



V 



а) 



V 



(2) 



ЯР. 



V 



(«) 



Ле; 



(1) 



X 



АV, 



(2) 

X 



'^■■ 



X ' 1. 



А.Г^' 



Л 2 I 



2 (1) 

X 



А^Т 



ДV 



2.» 



2^1). 



2-Я 



2.» 



Л V ' А #Г^ . А фГ^ 



1. 
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продолжсир[ это, мы ц придем'^ къ опред!Ьяитвдю (в) § 1бб1 0!ГЫ1Этого 
посл^дняго мы придемъ въ опред^^лителю (8) § 157, придавая каждую 
строчку къ следующей, сперва начцная съ первой, потомъ со второй, 
и т. д. 

пОх 159. Покажемъ теперь какимъ образомъ, зная интегралъ линейнаго 
уравнешя п-го порядка безъ послЬдняго члена: • .а!'.'. 

^ЕоЛЧ + ^1А'"Ч+••• + г„.,Д«I, + ^Гл = 0; . (1) 

мождобу^^тъ ]райти, и притомьпрм црмощи ^днц^^лмм^ранацМ^^^цщге;* 
гралъ полнаго уравнешя: : ,/^.):т ^г;: .]!:: н1 



Мы видели, что общ1й интегралъ уравнен1я (1) можно тавъ пред- 

СТаВИТК.' ' • .■::^^^^^^ ;м;г'Т1.'' <'''? '^ '^ •■■''' 



-,=^^^: (3) 



«=1 



попробуемъ удовлетворить уравнешю (2), принявъ въ этой формул* С^*] , 
за н^воторыя фунвщи я;, т. е. другими словами,— -принявъ: ^ 



«=п 



«=1 

Зд^сь у насъ п неизв']^стныхъ функц1Й; следовательно п — 1 услов1й 
для ихъ опред']^лен1я мы можеигь назначить па произволу^ остальное же* 
будетъ вытекать изъ услов1я, что выражен1е (4) должно быть интегра- 
ломъ уравнешя (2). Взявъ разность отъ (4), будемъ им-Ь^ь;., ,. 



»=1 

положивъ теперь 



^ ! 



1=П 



,: •.; У^^ДС^^^О,. :.,: г--).,-! к. (6)- 

I 

МЫ будемъ им-бть первое условхе для опред4лв1Йя функщй С^*\ посл4: 
чего (5) приведется къ такому: 

Д«.=2^С^Д.^ ._,.,;,: .^. :.: (7). 



\^% 



получимъ для 6\ , 0^,--'С^ значешя конечныя и ояред'Ьлевныя, отлич- 
ная вообще отъ нуля, покрайней м*р4 некоторый. 

158. Определители (8) §§ 156 и 157 равны между собою; въ саиомъ 
д4л4 отъ одвой формы линейнаго уравнен1Я къ другой переходъ де- 
лается при помощи формулъ (4) § 29 и (7) § 31, линейныхъ относи- 
тельно элементовъ каждаго изъ столбцевъ нашихъ определителей; сле- 
довательно, если въ одномъ изъ этихъ определителей .чаменвмъ элемен- 
ты ихъ выражен1Я11и по надлежащей изъ упомянутыхъ формулъ, то по- 
лучимъ определитель, который приведется къ произведешю другого изъ 
нихъ на определитель, котораго все элемеаты по одну сторону главной 
д!агонали будутъ^^О, тогда какъ элементы самой д1агонали будутъ ^ I, 
и который потому самъ будетъ=1. Это же легко проверить на саиомъ 
деле, именно отъ каждаго изъ вашихъ двухъ определителей легко пе- 
рейти къ другому. Въ самомъ деле вычитая изъ каждой строки опре- 
делителя {8) предыдущаго §, предшествующую, мы, не изменяя вели- 
чины определителя нашего, дадимъ ему такой видъ: -"■ 






Де1, ... Д»". 






щ 



вычитая зд4сь каждую строку, начиная со второй, изъ следующей, вы, 
не изменяя величины определителя, да;';имъ такой видъ ему: 
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продолжая это, мы ц придем'^ къ определителю (в) § Iб6V Огыэтого 
посл^дняго мы придемъ въ определителю (8) § 157, придавая каждую 
строчку къ следующей, сперва начиная съ первой, потомъ со второй, 
и т. д. 

1!}0ч 159. Покажемъ теперь какимъ образомъ, зная интегралъ линейнаго 
уравнешя п-го порядка безъ посл4дняго члена: < -* 

мождобудетъ ]райти, и притомьпри црмощи одних^^умм^рацаиМ^^дте^т 
гралъ полнаго уравнешя: : ^^,.;^:; .г. .]1г -а 

1ГоДЧ + ^г1А"""Ч + - • ^^^К^Х^^Л^п^. = ^. • (^) 

Мы видели, что общШ интегралъ уравнен1я (1) можно тавъ пред- 
ставить:.' ' г\\\>--п\ ^ч;Г71.> .''.' к «^ ■•■•••.' 

«'.-УС^; . (3) 

«=1 

попробуемъ удовлетворить уравнешю (2), принявъ въ этой фррмулй (?•] , 
за невоторыя функцш я;, т. е. другими словами,— приняв^: ^ 

«=1 

Зд^сь у насъ п неизвестныхъ функцШ; следовательно п — 1 услов1й 
для ихъ определешя мы можемъ назначить по произволу^ остальное :!№• 
будетъ вытекать изъ услов1я, что выраженхе (4) должно быть интегра- 
ломъ уравнешя (2). Взявъ разность отъ (4), будемъ им4ть;.,, ,. 



' » 



положивъ теперь 



2«'Й*А(^^'«0„ ..„;: Р-)-; н ,. <6) 



•:=1 






МЫ будемъ им4ть первое условхе для опред4лв1Йя фунвдШ С^*\ поел*:; 
чего (5) приведется къ такому: 

л«,=Тс^Лг^ . ..: ;. .. , (7). 



•=1 

/ 
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какъ и въ случае постоянныхъ &''. Беря разность отъ (7), получимъ: 

(8) д""-=1'( ^>Ч'+ А»^ до;;') ; 

полагая здЪсь: 
(9) 



2д»^ло';'=о, 



^ 



мы будемъ ин'Ьть второе уелов1е для опрвд4лешл функ1];!и С^\ и (8) при- 
ведемъ къ такому: 



д>„~2'^>'»". 



какъ а въ случае постояняыхъ С*''. Продолжал это, ыы дойденъ . 
равенства: 

(И) д"-Ч=2с(;'д"-Ч«; 

беря разность, получимъ отсюда: _ , 

(12) 



полагая 

(13) 






Щ 



ны будемъ им-бть и— 1-ое, следовательно посл'Ьднее услоахе, которое 
ны ножеиь назначить но произволу, посл^ чего (12) приведется къ 
такому: 

(14) Д''~Ч=|]с^''а'"'^''. 

каЕъ и для С постоянныхъ. Теперь береиъ разность отъ (14) и полу- 

дЧ=|"(сГ'аЧЧа"-'.$'ь.а^.")- 



чаеиъ: 

(15) 



Внося изъ (4), (7), (10), (И), (14) и (15) во (2) и располагая резуль- 
татъ по С^** , мы будемъ им4ть; 



1 
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' 1=11 



Ш^оАV^+к,А^^-'V^:+. . .+^г,_.д.^>+^г..« 



<=1 



+ 



•=п 



(16) 



+2Го2 А^-^^М^^ Я, . 



1=1 



а это въ силу того, что (;^^^ суть интегралы уравнешд (1), и потому вы- 

ражен1я въ скобвахъ { } для каждаго (%) въ отдельности тождественно 
равны нулю, приводится въ такому: 



•=п 



2го2А"Л«,,Дб^'>=в.. 



(17) 



«=1 



ЧТО можно и тавъ цредставиты 



игп 



е. 



•=1 



(18) 



Это будетъ П'ое условхе, которому должны удовлетворять п искомыхъ 

функцШ &^ , Р']6шая систему п лиеейныхъ относительно ДС^^ уравне- 

шй (6), (9), ...(13) и (18), которую мы еще разъ для удобства пи- 
шемъ вмФст^: 



•=п 



2*Ьас1*=о, 



•=1 
«=п 



^^V%^&:=^о 



^=\ 



.} > • 



(19) 



«=П 



2а'-^!^*а(^^=о 



4=1 



4=п 



«. 



1а''-ух,а&:==^, 



4=1 



МЫ будемъ имЪть: 






(20> 



О 



гд4 




лявмгтйкжот НЛП Я|№;'г''. .щ (\) 



аЧ1 



(22) 



<4д1 |»1№)бО*Х 



АV^1 



'.,« 



...О ... д-.^. 

КПП,' («очого» ,«1»о4а( ■- 



.1 



■ А'-'г 



Н* 



[ пквп аг^- 






т. е. ивноръ, отБ4чающ1й »-ому элементу последней строки определи- 
теле 73. Суммируя (20), мы получимъ 






с,. 



гд4 С,, произвольная постоянная въ смысле, объясненаоиъ въ § (9). Вно- 
ся это въ (4), будемъ ин4ть: 



(24) 


-||4^-|+^' 





ИЛИ 






(26) 


«.-|{4^-|)+ 


"^1 


(26) 


"'=1с,- 
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есть полный интегралъ уравненхя (1), т. е. безъ послЬдняго ^^^Й1I^^. Йткк%' 
формула (25) намъ говорить, что полный ннтегралъ полнаго линейна- 
го уравнешя п-го порядка ^(2) йоА^читоя^ *'если къ частному его инт(в^* ^ 
гралу 



•=:п X 






1=0 



придадимъ полный интегралъ урЪвнешя (1) безъ послед няго члена. 
Что (27) есть частный интегралъ уравнешя (2), то это видно изъ то- 
го, (1Ч»(Г онъ иолучаетсв'''11дъ'обй$1ГО 'нн(Гёр{^&М'(^5 ^лй 24:);'Ш!1д^Ш 

ВС* С;. = 0. • •..!..М1'{Г. 

ДАл. 160. Съ равною, если еще не съ большею легкостью, этотъ способъ 
нахождешя интеграла по^няг^- линейн|Ёё( уравнешя по полному интэ^ 
гралу неполнаго уравненГя,\ принадлежащШ Лагранжу и изв'^^стный подъ 
назвашемъ способа шмтьненгя произвольныхъ постоянныхъ, применяется 
къ линейному разностному уравнен1Ю во второй форм*: знал ннтепрщш 
уравнен1я: 

мы найдемъ интегралъ и полнаго уравнешя м^цг;; 

А > , .. • ^ -. ■ 

Полный интегралъ уравнещя (1) есть: 

1 

'•■ • . ' / 

попробуемъ удовлетворить \(2), принимая зд4сь (Р за функцш, сл-ЬХо- 
вательно полагая 

•=п . Г\ КГаШ 

Перем']^няя здЪсь х Я9^ х-^-Н, ъ[ы будемъ им']^ть: 

или '• '^' ■, г .. '■ -^ '■'■'' 

««4. = К'«!^*+УасГ..«,; (5) 



иы прнведеиъ (5) еъ такой;: 

1.1 >ги: ■ 

Е8къ будто С суть постоянныя. Переменяя зд^сь х ша. х-\-Н, мы по- 
лучиыъ: 

(8) »»^,^-У^с1"+Л0;* 




.-1 ^ 



ИЛИ, полагая 



(9) |»1^»дс;''-о, 

такое: 



оцять кавъ будто С были бы посюяовыя. Продолжая такъ поступать, иы 
придеыъ ЕЪ такому равенству: 



(11) 



з-,.=|(^."+Д(^')' 



к 



(1« |-й,-.А(^.'' = ». 

— это будегь и — 1-ое услов1е, иы приведемъ (11) къ такому; 

1 = 1 

Переменяя зд^сь х ал х-\-Н, мы получимъ: 
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(14) 



Внося изъ (7), (10), (13) и (14) во (2) и располагая до &^ ^ мы 
будемъ имФть: 



(=п 



(О 






.(О 



.(О 



(О 



V^и+ь1^^-ги+•••+ад^^ 



ар-^-» 



<=:|» 



•=1 



(15) 



въ силу того, что 1;^ суть р%шен1я уравнешя (1), выражешя въ { } при 
каждоиъ &*^ въ отдельности будутъ тождественно равны нулю, а пото- 
ну уравнеше (15) (по разд^ленш еще на Хо») приведется въ. такому: 






(16) 



4-1 



Р^шая систему уравнетй (6), (9) . • • (12) и (16), которую еще разъ 
перепнсиваемъ: 

%=п 



I . ■* - . . 



^^V<:,,/^&^=о, 



4=1 
4=п 



^«'^АСГ^^о. 



•=1 



I .. ? 



<==* » 



2«'^-*АС1''-0 



4=1 



0_«» 



2^*н*»АС^''— ■^, 



<=! 



(17) 



. I»! 



00 АС^х * *^ подупмъ: 






(18) 



гд4 




(1) 




./"' 
•".+* 






«'■" 

■■^1+гА 




(2) 


-а- 



п»-. 


.,"1 

.,'4 


.0". 
.0 . 
















л . 


./"' 

■^^к 



Изъ (18) чрезъ сумыироваше находииъ: 



гдЬ С,, постоянныя въ смысле § 9. СлЬдовательао, внося это въ (4), бу- 
демъ им4ть: 



(22) 



г-<! V. 






I 



гд4 о^ определяется изъ (3). 

Зд4сь полезно заметить, что 1)™ = 1> и !)„',= -0„,-, въ чемъ иожво 
убедиться, какъ и въ § 158; дал4е Еа = Ко, йакъ не трудно это увидать, 
переходя отъ урааЕеп1л (1)' лредыдущаго § къ (!) наетоящаго; следо- 
вательно р4шен1е (22) тождественно съ р'Ьшен!екъ (25) нредыдущаго §, 
какъ оно и должно быть, если (2) этого § есть нреобразован1е (2) пре- 
^ дыдущаго §. 

ММ- ^^^' 1^о^'13авъ, какъ по полному интегралу уравнев1я безъ посл4дня- 

^ го члена находится общ1Й интегралъ яодпаго уравнен1я, переходишь 

теперь къ епец1альному разсиотр'Ьв1Ю линейныхъуравнешй безъ послЬд- 

няго члена съ постоянными коэффип;1евтами, следовательно, — если взять 

вторую форму, уравяенхй вида: 
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гд% Ао, Лх^^.А^ еуть постолнныя величины: ин отдавить првдпоч!^- 

н!е< 9Т0Й фори$л№Ябйнагб р&эноетнаго'у)[)авн^Н1Я №1^^ пер^ою^ пото- 
му, что въ ней д^до иясл^^довашя идетъ проще. Но^1робуе]гь удовле- 
творить этому 'уравйеМю, оолоАивъ: 



X 



и,= а' . , , (2) 



гд% а пока неопред^Ьле^ная постоянн|и1.' Отсюда нм^емъ: 



1 Т^" 






[т = 1,2,3...п] 

ВНОСЯ это въ (1) и беря а*гк&к4 об1Ц11:']тойитёдь вс%1:ъ'^еЁбвъ, ёк 
скобки, мы будемъ имЪть: , 



а* |^о«* + -^1«" "^Ч- • • • +Л-1« + Л| = О , 



(4) 



или,, полагая: 

N-1 



/(ж) = -4о^ +А^х ^^^ • .+-4„_1д:+Л^ , 1 (5) 



следующее: 



а^т = 0. I (6) 



X 

п 



I 
Но а" не = О для вонечнвхъ значенШ ^; следовательно должно быть 

' Да) = 6, * . (7) 

т. е. искомня ~значен1я а суть корни этого у^нен1я. Цста всЪ эти 
корни различныя, то найдя ихъ, — пусть они будут! 



; 



«1»«2^"-«п' (8) 

мы будемъ им'Ьть по § 157 ЬбщШ интеграл^ь ура1#енЦ, соста{вивъ вы- 
ражеше: ^ { 

I 

1 

... • ' 

гд% с. суть прбнэволь^ыя цостоянныд ЦЪ СМЦСДЁ !§ ,^ 

\Ъ)^^ 162. Если же уравнеше (7) предыдущаго § им4втъ равные корни, то 
это выражеше (9) уже не* будетъ . общимъ интеграломъ, ибо чЛены, от- 
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гдЪ у>\Ос)у Ф2Ы • • • Ф(1(^) суть цЪлыя функцш X. Если теперь а, бив- 
шее до свхъ поръ какимъ угодно воличествовгь, сд^^ется равннжь 
какому либо т-вратному корню уравнешя 

/(а) = 0, (5) 

то 1Н)гд& будутъ равнн нулю ж производныя до порядка т — 1 включительно: 

Г(а) = о, Г(а)^?--/^"~%);^й^ (6) 

и нзъ (4) дш /1 = 0,1»2,3...т — 1 будетъ следовать, что 



X 

т 

а 






будутъ частными р^шенхями уравнешя (1), а следовательно м такая 
юмбвнавДа мхъ: 



X 

г 



гд^ с, С\у С2-'-С„ суть произвольныя постоянный. Такимъ образомъ 
каждому т-Ёратному корню будетъ отвечать р'Ьшенхе съ т произволь- 
ными постоянными, опред-Ьляемое формулою (8). 
4 ЬЗ' ^^^* Можно найти еще друпя частныя рЬшешя отвЬчающхя ш-кратному 
корню уравнешя (5) предыдущаго §. Дифференцируя тождество (1) |М разъ 
по а , — вторую часть по формуле Лейбница, мы получимъ такое тождество: 

^^^ +"-(| +„)(| +„_,)... (| +»-ж) + 

+^"'*'""''"'(!+»-')(|+»-4-(|+"-'')+ 

+л,.^*""^-'(|-Ь.-2)(|-ь.-з)...(|+,-,.-.) + 
+ + 



+--«*1!)(|-')(|Ч-(|-^+')- 

+ + 



X 



Тихомандрицкгйу Курсъ теорш конечв. разностей. ^^ 



(1) 






Ч) 




.^;|(|-.)-(|--->) 



М4 /* - '?, » , г, ?.- я>— 1, чр«» «• васиаиекк жл^ками^ы 
еЖ1»*т«» ИИ*»»***!, » мучй т-шряпмп жарвя урапяи (5) мре- 
й^йутмп 9 1«№М ХАрмю, 1МП ■ » ■инн^ шжт;ыоп (7) шрехн- 
К^тми %. Л*гпе/г кчц^/п, что ркшля\я О) шяетоащш § су» «епие 
кклм ^''./ и(»*^лмдув(*гч %. Нюба^пъ (7) жредидлцяп) 9 вожво виршзпь 
лмтиниыи Ф^икФомн [4л№я}б (2) каепжпаго $. 

(1'*Я"ЖЧ(1 влждуг» из* фунс^й (2^ па С^^ я сппгиру* по р оть О 
ЯП т- I , ''1}Л^г ия5/Г1. такое [гЬшен1е, заключающее т произвольныхъ 
пш'/тинпихг'. 



[>■ о 



щ 



Лу,||,ут'|| 1111М(1Д('К1'.Г11||(', Т(П1аЙд|'ги11|1Л но способу «редидущихъ §§ частныя 
||'||||||'1||.|| |1Г|1И11м"т1и'1|у|т11Ш1||1л(.1)|$ 101 булуть им'Ьть коыплексгый видъ, 
и. 1Ч'Ь,Ц1т1т1Л1.1И1 и иЛщШ 11ПТ111'1тЛ'1. буд1"гь ин'кт1| такой же видъ; всегда 
11Д11111П1 ногдп К11|||1>||||||(1г|та удтиишпи дянппго, я сл'Ьдовательно и (1) 
)1т'Т111|111ПГ|1 Й 1НЧЦ|.'П'|ИЧ11|1Л>, можпо ипМ'Ьиить ихъ вещественными р'Ь- 
ШРиЫмн, нпклшчиющими тожо числи проишюлкпыхъ постолвныхъ. ДМ- 
Отншч'.чмт. ('(МП 

14) Пул*'*"»' И Л1>)И1Й К1>|мч1и, со11|каж«>иниХ сь етнмъ: 



(« ( 



Ч(«+Л>Ч<Ж«-А>'- 
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Дадимъ приведенную форму корнямъ ах и а2 , положивъ: 



тогда 



отсюда 



а1= а -|- /9« = г (созф -{- *8Ш9)) ; 



02= а — /9» = г(со89) ~ гзшф) ; 



(а + /9,)* = 



г (С08ф— -|-г 






(а — /9Л*=г*( созу-— гзшф-) ; 



внося это въ (4), будемъ имЪть: 



Схг 



полагая 



I созфт + г вшф- 1 + С2Г I созф- — гзшф- 1 



С1 + С2=Л ; (С1-С2)г = В, 



мы дадимъ этому рЪшен1Ю такой вндъ: 



X 

~к 



Асо^ 



т+*^»11- 



Если положить 



-4. = (7со8т> 
п 

В = — С81п| , 

то предыдущее рЬшенхе такъ представится: 



О * соз 






(5) 



(6) 



(7) 



(8) 



(9) 



(10) 



(11) 



(12) 



ЧТО вместо произвольныхъ постоянныхъ л и в содержитъ произволь- 
ныя постоянныя Си/. 

\(:Ь 165. Если бы а1=а + /9г было бы т — кратнымъ корнемъ уравне- 
Н1Я (1), то такой же кратности былъ бы и сопряженный съ нимъ корень 
02== а — /Зг; а потому часть общаго интеграла, зависящая отъ этихъ 
корней, будетъ первоначально вжЬтъ такой видъ: 
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I эп ва. «^ , вв шл 7ПГ0 тождест тбЪхдаекя, что ж% сх^чж^ 
а=«1-х^«вожу^ сорав уропапя (5) |реднжуч»п> §. тржхвопю (1) 
того же § бт^[ттк удоккпорт ■ р^квй ^ 



(2) 



.Ч^0-4— ) 



л'' 



гд* /( = 0, 1, 2^ З...В1— 1, чрезъ что воепошяети недостающая 
ежетема жмтегралов* вь случл* «и-кратнаго корня ураввешя (5) пре- 
жядЯваго I также хорошо, кап и сь понощш явтеграловъ (7) нредн- 

дущаго §. Легко вяд'Ьть. что р^шев1Я (2) настоящаго § стть чктине 
виды СВ; предыдущего §. Наобороть (7) предыдущато § можно выразить 
яннебвимя фтвкщямя р^тетк (2; аасгоящаго §. 

Поянояая каждую нзъ функщй (2) на С^. в супируя но /< оть О 
до 1» — I, будехъ ия11ъ такое р^шев1е, закдючаюп^ее г» ороизвольныхъ 
ностояввыхъ: 



(3) 






\и'\- 1*'^- Есла некоторые корни уравнен1я 

(I) ^а) = 



^ 



будутъ вояплекснце, то оайл^иныл по способу предыдущнхъ §§ частныя 
1И;шРН1яразаостнаго уравнены (1)§ 161 будутъ нм^ть комплексный видъ, 
а сл^довательво в общШ интегралт, будетъ им4ть такой же видъ; всегда 
однако — когда Еоэффищенты ураБнен1я даннаго, а слЬдовательво и (1) 
настоящаго § вещественные, можно заиЬннть нхъ вещественными р'Ь- 
Н1ев1яни, заключающими тоже число произвольвыхъ ностоянныхъ. 
етвительно, если 

(2) а>=а^^1, 
то будетъ и Д11у|'0й корень, сопряженный съ этимъ: 

(3) «,= «_;?,■; 

'гпстг, общаго интеграла, зависящая отъ ннхъ, будетъ: 



С,{а-\-1Л)''-{-С.2{а~Ш)\ 
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Дадимъ приведенную форму корнямъ ах и аг, положивъ: 



тогда 



отсюда 



а1= а -|- Л' = г (созф -{- шпф) ; 



02= а — ^г = г(со89) — гзшф) ; 



(а + /9,)* = 



г (со89)- + г 






(а — /9Л*=г*(со89т— ^'вшфЦ ; 



внося это въ (4), будемъ им^^ть: 



-/ 

1Г 1С08фт + ^8Ш9> 



) + С2Г*( 



/р Л» 

С089)т — г81П9>т 



)= 



полагая 



= г*{(а + а5)со89р|+(а-С'2]г8Ш9)|}; 



а + С2=^Л ; (С?!— С2)г = В, 



мы дадимъ этому р^шешю такой видъ: 



X 



I 



^1С08 



фо; 



+в^^< 



Если положить 



п 

п 

то предыдущее рЬшенхе такъ представится: 



О * С08 1 



д>х-\-у 



■). 



(5) 



(6) 



(;7) 



(8) 



(9) 



(10) 



(11) 



(12) 



что вн^то произвольныхъ постоанныхъ А ж в содержитъ производь- 
ныя постоянныя Сиу. 

^р^ 165. Бели бы 01 =« + /?» было бы т — кратнЕШЪ корнемъ уравне- 
н1я (1), то такой же кратности былъ бы и сопряженный съ нииъ корень 
02 = а — /9г; а потому часть общаго интеграла, зависяп^ая отъ этихъ 
корней, будетъ первоначально ии']^ть такой видъ: 



(1) 



(<■+*)" 



Е^.(Й'+'«- «>'!;«: 



при помощи же (7) предыдущаго § это приведется къ такому: 

|-гТ<«.+«;*(:-)'+ 



(2) 



+ .1.4^ 1(0,- ы 



или, полагая; 






С.+ С',= 


= л 




(3) 






(Ч-с.) 


'= 


в, 


къ такому; 












(4) / 


соз 


(И 


*=0 ^ ' 


-ь 


1П 


Полагая же 














[4=0,1,2...т — 1] 



(5) 



■ С/'с 



= -0<*'ш 



"^1'о} 



[4 = 0,1,2.. .111—1] 



ми можемъ этому выражеп1ю дать сл-Ьдующ1Й видъ; 



I ^1!)'-(- 



1(Л 



к 



это выражеше вместо 2т нроизвольныхъ постоянныхъ А,^ и В^ содер- 
житъ произвольныя постоянный С**' и у^ въ томъ же числи 2т. Такимъ 
образоиъ и въ этомъ слута!; наиъ удается представить часть интеграла, за- 
висящую от^Ьчкратной сопряженной пари корней, въвид'Ь вещественной 
функщи X , содержап;ей полное число 2т нроизвольныхъ постоянныхъ. 
. 166. Пояснимъ изложенную теор1Ю линейнихъ разностныхъ у равней ш 
высшаго порядка несколькими примерами. Пусть дано уравнен1е: 



(1) 



".+2 — 5».+1+6».' 
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найдемъ сперва интеградъ уравненхя безъ посл^днлго члена: 

«^И-2-5«^н-1 + 6«;, = 0. (2) 

Такъ каЕЪ коэффицхенты этого уравнен1я суть иостоянщыл величины, 
то положимъ 

»« = а'; (3) 

тогда получимъ такое уравненхе: 

а2— 5а + 6==0, (4) 

рЪшал Б()торое, находимъ 

«1= + 2; «2 = + 3; (5) 

следовательно общШ интегралъ уравнен1Я безъ посл'Ьдняго члена (2) 
будетъ: 

г;,= С^^^2"+С^^^З^ (6) 

Попытаемся теперь удовлетворить уравнен1ю (1), принявъ 

«х = С:"2'+С^'з^ (7) 

отсюда получимъ: 



полагая зд^сьг 



будемъ им4ть: 



а отсюда 



2"^'А(/,Чз'+^АС^ = 0, (8) 



и.+г = (^'^^'Л'(^:'^^\ (9) 



,, — Л^!) с)Н-^\Л^) 9Н-2 



ИЛИ 

^.+2= С^^2^+Чс1^^3^+Ч2^+'да1Чз^+'АС1^ (10) 

Изъ (9) и (10) внося въ (1), будемъ имЬть: 






+ 



(П) 
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но выражен1Я въ [ ], то и другое, равны нулю, (какъ не трудно по- 
варить на саиоиъ дЪлЪ,) ибо И' и ^ суть интегралы уравнеша (2); а 
потону (10) приведется къ таЕоиу: 



(12) 



2'+'А(^'+3°^'АС11^ = а;; 



изъ уравнешй (8) и (12) мы и найдеиъ ^\,(^^ и АС^ . Полагая въ 
(8) и (12) 



(13) 



2-Ид^;)=|. з^^Ас1^' = 



?. 



(14) 



I 



МЫ будемъ им-ЬтБ для опред4ленщ этихъ величинъ такую систему урав- 
нешй: 

йЛ"П =0; 

откуда найдемъ 

§ = — ж; 

а отсюда на основан1и (13) получимъ: 



(15) 



дс1^) = -^.2-^-^ 



дС^> = + л;.3 



-а?-1 



Суммируя, получимъ: 



(16) 



'^'-ш 



^ (г»+1)+С,; 



с1.=_1^(1)-+о.; 



и внос;^ это въ (7), посл^^ преобразован1я получимъ: 



(17) 



и 



X 



= ^^ + С,2' + С23'. 



\(^'| 167. Пусть дано еще уравнеше: 
(1) 



«н-2 ~ *«*+! + 4«» = а; ; 



наЁдекъ сперва интегралъ уравнен1Я безъ посл^дняго члена: 



(2) 



«И-а ~ **'н-1 + 4 = 0; 
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такъ вакъ кодффиц1енты его суть постоянныя величины/ то полагаем^: 

(3) 



», = « ; 

тогда для опред^евхя а б^кежъ ииЪть такое уравнен!е: 



(4) 



которое имЬетъ двукратный корень а=2, [ибо первая часть его =(а — 2)^;] 
следовательно общ1Й интегралъ уравнен1я (2) по формул* (8) § 162 
будетъ 



,^ = 2'((/« + С'^»^). 



Попробуемъ теперь удовлетворить уравнен1ю (1), полагая 



то1'да будетъ 



когда положимъ 






АС('Ч(^+1)Л(^.'^=0; 



изъ (7) послЬ этого находимъ: 



и 



'л+2 



= 2'+\с'^^^0^\хЛ-2)) + 



+ 2 



аН-2 



(ас^: 



+ {х+2)Аб 



■,(2) 



)• 



Внося изъ (7) и (9) въ (1), получймъ по сокращен1и: 



2"^^(АС1Ч(х-Ь2)ДСе»)=^, 



откуда получймъ такое уравненхе: 



АС1"Ч-(а; + 2)ДС^;^ = а;2 



-»-2 



Вычитая уравнеше (8) изъ (11), будемъ им-Ьть: 



Д С1^^ = х2 



-х-2 



(5) 



(6) 



(7) 



(8) 



(9) 



. (10) 



(И) 



(12) 



откуда получииъ: 
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(13) ^=-(У (^+1)+С2. 
,Изъ (8) получаемъ: 

1 

И на основаши (12): 

(14) АС^'==-1{х + 1}:с{^)'; 
суммируя, получимъ: 

(15) &^^^ (^)' \х'+ За; + 4) + С, ; 

ВНОСЯ изъ (15) и (13) въ (6), будемъ им4ть послЬ вс4хъ упрощенШ: 

(16) и,^х-{-2 + (С,^С2х).2\ 

\\)Ь^ 168. Возьмемъ еще такое уравнеше: 

(1) • и^^+ и^= со^ ^х . ' 
Уравненю безъ посл-Ьдняго члена будетъ: 

(2) ^^+2+^,= 0; 



полагая въ немъ 



1 • « 



будемъ им^ть для опредЪлешя а такое уравнен1е: 
(3) а2+1 = 0, 

откуда найдемъ: 

а потому общ1Й интегралъ уравнен1я (2) будетъ: 

(5) • ^,=с<«(+1/:^)''+с<^'(-1/:^)'. 

Но 

(6) =!=>/— 1=С08| ±: г 8ш|, 

гд4 г = \/ — 1 ; следовательно 
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„(1)/ ЛХ . ЯХ\ , -,(2)/ ЛХ . . ЯХ\ 

»,= с* '( С08^ + »8Ш— ^ + с М С08— -»81П — I , 

ИЛИ. полагая СР^ + (/*' = ^1 ; «/*' - (/>' = В , 



(7) 



г;д,=-4 С08 — +Б 8Ш 



2 ' 



(8) 



гд4 А и В , какъ & С/^^ и С^^ произвольныя постоянныя. Попробуемъ 
теперь удовлетворить уравнешю (1), принимая здЬсь ^. и Б за функ- 
щи ж, т. е. полагая въ (1) 



л <ПХ , ЛХ 



2 * 



Перем-Ьняя зд^сь х на д?+1 , будемъ имйть: 

(жх-{'л\ , . (лх-\-л\ , 



1лх-\'Л 



+ С08 Г-:::^^) АЛ+ вш (^^) Д В 



И полагая 



\ 2 



лхЛ-л , , , . ^га;-г-^г ^ 
С08 —^ А 4,+ зш -^ АБ,= о , 



(9) 



(10) 



(11) 



окончательно: 






переменяя зд^сь х на а; + 1 , будемъ им4ть: 



или 






^а? + 2^^ 



+ со8( ^::1^) ЛЛ+ 8ш (^^^) А^. 



**аН-2 — 



ЛХ -г, ' ^^ 

— ^^С08 — — Б^зш — 



С08-::- Л^^— ЗШ -^г Д^^ • 



2 



ж 



(12) 



(13) 



(14) 



Внося нзъ (9) и (14) въ (1), будеиъ имЪть по сокращеши: 
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(15) 



С08-;г-Л^д.— 8111-— ДВ ==со8/9а; 



Изъ этого уравнешя и (11) .и найдемъ Д^^ и ДВд.. Очевидно эти 
уравнен1я можно такъ представить: 



(16) 



жх 



жх 



— 8Ш — Д^+С08 — АБ^=0 



С08 -т- л ^^+ 8ш -т- Д В^= — со8/?д? ; 



отсюда получаемъ: 



(17) 



жх 



АА^= — С08 -^ С08/?л; ; 



жх 
АВ^= — 81а -— со8/9л? , 



или: 



(18) 



АЛ. 



—1[«Ы) 



^ + 7;]^-\''^Щ^-к 



-М- 



Л5,= -|[«и(/? + |)^-8ш(/?-|).;]; 



суммируя по формуле (5) и (6) § 106, найдемъ: 



(20), 



* 2 



С08 



/?+ 









— 2— [ _^ пг21г: — 2— 



] 






+а, 



^-=-2 



''+1+^1 Г/ ^\ ^^-1+^ 

81и 



АЫУ—-^] 4Н)'- 



11 



28Ш 



<4-') 






+с^, 



или 
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М'+й^-^) 



л 



в.= 



+\ 



8ш|(/9 + 



С08(/9+|)(:.-| 



+ 



8ш|/9— -МЖ 



I) 



^4'-1) 



+а. 



С08 



4(^+1) 



"4(^-1) 



+0,, 



(21) 



ИЛИ еще: 



^-= 



X 



л к^+#ч) , чн(::Ч 1с., 



-(т+1) 



-».=+ 



■ ■ ' ' ■ ■" ^ ' '■ —»■■■■— ^мХ^ ■ 



-(т+() 



-(т-О I 



"ЬСг . 



(22) 



Внося это въ (9), получимъ послЬ н'ЬЕОТорыхъ легкихъ упрощен1Й: 



и^=-г 



1^ 

4 



-(т+{-^-) 



Кт+!) 



+— Чг — ^1+ 



8Ш(- — 

1^ 2 



С1СО8 — +(?281П — 



Выражен1е въ скобкахъ можно такъ представить: 



(23) 






+ 



С081 ^ + 1 — ^а; I 



[/?(«—• 



2со8( /?(«—!) 



С08 



(^+^) 



С08^& 



(24) 



а потому окончательно будетъ: 



С08[/9(ж — 1)1 . ^ лх . ^ , жх 
"'= 2С08/? Ч С.С08у + Са8ш-. 



(25) 



Переменяя здЪсь для поверки я; на о: -^ 2 , будемъ им^ть: 
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■-" 2С08/? ' 

складывая съ предыдущиыъ, будемъ имЬтг,: 

(27) «,+,- 

(такъ какъ 

со?[^(х-\-1)]-^а)$[0{х—\)]^о^^х.т8^,) 

что согласно съ данныкъ ураинен1емъ (1). 
Ь^ 169. Прии'Ьвимъ теор1ю линейныхъ разноетвыхъ уравеен1Й къ рЬше- 
Ъ1Ю такой задачи: 

Найти обш,1й видъ числителей и знаменателей нодходлщихъ дробей 
такой непрерывной дроби: 

3=1+-' 




1 



1 + 

1 + И Т. Д. ДО безконечности. 
Первый П0ДХОДЯЩ1Я дроби будутъ: 



Р 



Числители и знаменатели трехъ носл^довательныхъ подходящихъ дро- 
бей сназаны всегда такими уравнениями: 



№ 



для дроби (I) вс4 д, ,| 
Еой видъ: 



(4) 

откуда видео, что Р„ 



= 1 ; а потому эта уравнения 



принимают'ь та- 



(),,, суть частныя 






•та разностиаго урав- 



С&) "^+2 — м^+|'"«"=^^^ 

и потому могутъ быть получены изъ общаго его р'Ьп1ен1я, опред'Ьлля про- 
ианольныя постолнныя такъ, чтобы эти р'6шен1Я при )н^1, 
принимали значен1л (2). Итакъ ваиъ нужно найти прежде всего общШ 




"' I 
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интегралъ уравнен1я (5). Такъ какъ оно безъ послЪдняго члена и съ 
постоянными коэффицхентани, то полагаемъ въ (5): 

И получаемъ для опред'Ьленгя а такое уравнеше: 

а^ — а—1 = 0, (7) 

откуда находинъ два значешя для а: 

01 = — у— и 02 = — ^; (8) 

а потону общШ интегралъ уравнешя (5) будетъ: 

».>.(Ш5)-+с.(ь^)-. ^ 

Чтобы эта формула представляла знаменателей подходящихъ дро- 
бей ^,^ нашей дроби (1), мы должны определить С\ и Ог такъ, чтобы 
при л:=1, и л; = 2 это выражен1е обращалось въ единицу, какъ то 
^видно изъ (2); это дастъ намъ ташя два уравнешя: 



^\. > 



1=а(^^^)+с^(^ 



(10) 



Такъ какъ 

1±]/5\^_ 1± 21/5+5 __3±1/5 



{- 



2 ' (^1) 
ТО последнее изъ этихъ двухъ уравнен1Й такъ можетъ быть написано: 

1=с,(?--Й^) + о.(?^); (12) 

вычитая отсюда первое изъ (10), будемъ им4ть: 

0==С7, + С72, . (13) 

откуда 

Сг = -(\; (14) 

внося это въ первое изъ (10), получимъ: 

1=С7,»/5, (15) 



откуда и изъ (13) найдемъ; 
(16) С,= 



0. = --^- 



Л 



Внося это въ (9), получимъ общее выражеЕ1е для §,„ (переменяя 
X иа т)^ такое именно; 

Для того, чтобы формула (9) представляла Р^ , надобно, чтобы при 
х^=\ и я; = 2 вторая часть ея обращалась бы въ 1 , соответственно 
въ 2 , какъ то видно изъ (2); а потому С\ и Сз надобно определить 
изъ такихъ уравнен1й: 



^ 



(18) 



.^4-^\^4Ф\ 



/иУ1У. 



^.(^^' 



зд^сь второе уравнен1е на основаши (11) можетъ быть такъ представ- 
лено: 

(19) 2 = 0.Й!/1 + с.^; 
вычитая отсюда первое изъ (18), получимъ 

(20) ]=С,+С2, 



которыыъ можно заменить (19). Помножая это равенство 
и вычитая изъ (18) (перваго), получимъ: 

_1+/5 



1-,/5 



0,)/б = 



откуда 

(21) 

И тогда изъ (20): 

(22) 



1-НЛ 



1^)/5. 
2/5 ' 



внося эти звачен|Я въ (9), будемъ ин1>ть (м4нял ж на т) такое выра- 
жеше для числителей подходящихъ дробей къ дроби (I); 
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^■-ж^г-т 



01+11 



(23) 



Эта формула тождественна съ знаненателеиъ следующей подходящей 
дроби, какъ то видно по сличеши ея съ (17); следовательно 



-р».=<г, 



ш+1* 



(24) 



\чО^ 170. Ак. П. Л. Чебышевъ, изъ лекщй котораго мы заимствовали этотъ 
/ прим^ръ, формулу (17) для знаменателей подходящихъ дробей дро- 
би (1) предыдущаго § прим^няетъ къ р^шешю такого вопроса: не 
бол^е какого числа придется сд']^лать дЪлешй для отыскан1я общаго 
наибольшаго делителя двухъ данныхъ чиселъ Л и Б? 

Пусть дробь ^5" разлагается въ такую непрерывную: 



в 



= ?0 + 



1 



?1 + 



1 



«2 + 



«3 + 



и пусть подходящ1я дроби будутъ: 



Яш 



(1) 






5, 



2 



Я 



3 



Т,' Гз ' 



5. 



т 



т ' 



(2) 



очевидно посд^дняа 



^т А:В 



Т В: В' 



(3) 



гд4 В общШ наибольшШ делитель чиселъ А к В. Если мы сравнимъ 
нашу дробь съ дробью предыдущаго §: 



5=1 + 



1 



1 + 



1 



1 + 



1 



1 + 



(4) 



до оо, 
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то легко зан^тинъ, что 

тавъ кавъ 

(6) в^т^, 

то подавно будетъ 

(7) 5^<г«, 

или подставляя вуЪсто ^^ его выражеше нзъ (17) предыдущаго §: 

Отсюда будеиъ имФть: 

Но 

(10) 1/5 = 2,235...; 

следовательно 

у/5-1 _ 1,235... _ 

— 2~~~ 2 0,617..., 



и 



(") (^^)"Ч-'%^)"=(-»'"'-Л 

всЬ степени числа — 0,617 ... меньше ч4мъ 

(1 2) (— 0,62)2 = 0,3744 < 0,375 ; 

ибо нечетныя суть отрицательный, а четныя суть степени числа мень- 
шаго ч-Ьмъ число , 375 , которое есть правильная дробь; а потому мы 
им'Ьемъ такое неравенство: 



(13) 0,375 > 



Л-1/5Г . 



придавая это неравенство къ (9), получимъ по сокращенш: 

(14) "В|/5 + 0,375^(ЬЙ^ 

Взявъ логариемъ по основан1ю 10, получимъ: 
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•1о8 Цг ** (^ '""^ + '"?1^ + 1»г1 И 




т1ог ' ,^^ ^ 105(Лу^ + 0,375) 



Л|/ 



сл1|довательно, если въ (15) зан^винъ л^вую часть (!6) правою, то мв- 
неравенство {15} только усилимъ, и будемъ им'Ьть то.гда такое: 



~М^-^') 



1ог(/5-1,19) . 



№ 



г , = 0,2089879 > 0,2 ; 



(17) 



(18) 



щ 



1о8(/5.1,19) = 0,4250320; | 
потону посл'Ьдшй членъ въ (17) будетъ < 2,125016 <3; ъъ иервомъ 
же можно заменить знаменатель дробью 0,2 = — , чрезъ что неравен- 
ство только усилится; следовательно Болучимъ; 

т<3108В + 3. (19) 

Такъ какъ 1о^В не можетъ быть бол'Ье числа цыфръ въ В , то отсюда 
сл^дуеть, что ш не йол^е увеличеннаго на три единицы упятереннаго 
числа цыфръ въ Б. Такимъ образомъ, если В йи'1;етъ три цыфры, то 
при отысканш общаго наибольшаго д'Ьлителл придется сделать не бо- 
лее 18-ти делен!*!. 

171. ПредыдуБ;1Й прим^ръ показываетъ, что числители и знаменате- 
ли подходящихъ дробей суть интегралы лввейныхъ разностныхъ урав-- 
нен1& второго порядка безъ иоследняго члена; легко показать, '|то на- 
оборотъ интегралъ вслкаго разпостнаго урапнен!!! второго иорядка безг 
носл'Ьдияго члена можетъ быть рааложенъ въ непрерывную дробь. Дей- 
ствительно, пусть дано ура[1нен1е 

^«".-т + -^1 ".-ь-. + -^зм, = О ; (П. 

отсюда находилъ; 
Тыхомандрнпкхй, Курсъ теор1и конечн. разностей. 11 



"'" ' » »■ _ 242 — ^^^* 


■ 


(2) ». = -|^«.+.-| »,+.„■ 




ИЛИ, положивъ для краткости: 




и Л-"'-' -|=^- 




(*) «.=лг.''.+.+»л+«,- 




Отсюда д^ля на «^_^л1 находииъ: 








И взявъ обратную: 




(6) 


«.+. 1 






, Церемония зд^сь х на х-^-К, получимъ: 








(7) 


'*х-|-°А 1 




"- «^ + ^...^' 


перемЬняя зд^сь х на ж + й, получимъ: 




1о\ "^+3* _ 1 




^а^ — 




н т. д. Подставляя зат4мъ каждый результатъ въ 11редыдущ1Й, 


буденъ 


нм4ть такую 
(9) 


епрерывную дробь: 


1: 


"+" Ж, 




Пусть напр. 


даноуравнен1е(Ьасго1Х.Тгаиёш4", Ш, р. 222. Раг 


3 1819); 




Пусть еще дано такое уравпен1е (1.ар1асе, Тга1(:ё йе МесаI1^^^^е се1ез1;е, 
■». 1У р. 287, Рапз 1580): 

аюрен^нипъ въ немъ х на :г-|-1 , будемъ им4ть: 

■отсода найденъ: 

5(1+1) "+' "+" 

«гБдавательно 

2а(1+1) + 1 
"■^ ,(1+1) 

а потону будетъ: 
8(1+11 



N, = — 1; 



(13) 
(14) 
(15) 

(16) 




2,(,+,)+,_?5г±1&Ы_ 



2,(а!+2)+1- 



[1+г)(1+3) 



2з(а:+3)+1-. 




I 



Лапласъ находить другое разложен1е, вводя вместо и^ новую функц1ю о^, 
полагая 



(18) 



1 -Ь 3-^ + "^-1-1 ' 



разд'Ьливъ (15) на м, , , , и внося въ пего вм1'.сто -^ и -— ихъ I 
ражен1Я изъ (18), мы буделъ пмйть: 






2^(д:+1) + г 
9(^+1) 



1+5(^+1)+*'.+^ 



или, отнимая отъ об'Ьихъ частей по - ,--,-—. : 



_ж+2 



^{^ + ■2) 



откуда 
(19) 



д(.1!+1) х+1 1+{1( + 1)+1.,^, ' 

".+■ __ (»;+21(1 + »^.) 

5(х+1) [1 + ..+,+ги+1)](1+1) ■ 

^ д(»+2) 



1+ 



9(»+1) 



1 + ' 



И-2 



11ерем1;няя здЬсь ж на л:-}- I , ж на а:+ 2 и т. д. и подставляя каж- 
дый полученный результатъ въ вредшествующШ, будемъ йм4ть такую 
непрерывную дробь для у^, ^ : 



1 (х+2) 



1 + 



?(»+!) 



(20) 



1 + 



а(а;+3) 



1 + 



9(»+2) 



1 + 



8(:с+4)_ 



1 + 



9(х+ 3) 



внося это въ (18), получимъ: 



д&+1) 




1 + дг + 



9(^ + 2) 



1 + 



д{ х+Ч 



1 + 



91а:+3) 



1 + 



;(*+*) 



1 + 



1+- 



(21) 



I 



. Поел'ЬдН!^ диа у1)авнеаш были 2-го порядка линейныя съ пе- 
яными коэффиц1еятами. Относительно такихъуравнен1Й общаго из- 
устно только то, что ихъ полный интегралъ можетъ быть найденъ, 
коль скоро иаи'Ьстенъ частный интегралъ соотн4тственнаго ураинен^я 
безъ посл^дняго члеаа. Пусть дано уравнеше 2-го порядка; 

«.+» + -Р.«.+^ + «,«.= ^.. (1) 

гд4 Р^, ^^ и В^ дааныя функции х; пусть к^ есть интегралъ урав- 

получаемаго нзъ (1) отбрасывая посл'Ьднш членъ; положнмъ 

«,='.". (3) 

И внесеиъ это въ (1). Им4я въ виду, что 

мы получимъ, располагая по разностямъ 1^: 

«Ч»Д''.+(^'Л+.+'».+!.>Л',+(».+»+^А+.+1?.'-,",=-й, . (4) 
а это по (2) приводится къ такоиу: 

или, иыЪя въ виду, что 
Бъ такому: 




^ 



урзввенш безъ посл-Ьдилго члена: 

^:^+з — ■^х+1 + (з: — ^)% = О . 




очевидно удовлетворяетъ 



= 1 , 



(3) 



или вообще какой либо постоянной; предположен1е "^^1 общности ие 
уменьшаетъ, ибо если с^ = Х, то это Я^ въ одномъ членЬ формулы (И) 
предыдущаго § сократится, въ другихъ сольется съ С. Въ такомъ 
случа* эта формула для нашего уравнения дастъ такой интегралъ: 



=1№-'2г^ 



+ с\+с. 



°Д(х-1) ' 

Полагая а = 2 , буденъ им'Ьть: 



(4) 



(5) 



(ибо 



Л^;-1)=1.3.3...(я;-2)=Д(1— 1), 
Л1) = 1.2.3...(1-1)=Д(1-1)-) 



4 



н, 174. Вообш,е, если извЬстно пг частныхъ р'Ьшен1Й линеВнаго уравне- 
шя и-го порядка: 

то можно понизить па т единицъ порядокь нолнаго уравнен1я 

А«.+..+А»,+^л»+^л+.-»+- ■ ■+^.-,«,+.+ь.».=в. ■ (2) 

Пусть 

<", <', <',---г'1"' (3) 

суть частныя р^шешя уравнен1Я (1); возьмеиъ сперва одно изъ нихъ, 
[р. V^^; тогда и С"1)"' будетъ ему удовлетворять; попробуемъ удо- 
влетворить уравненш (2), полагал 
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разсмятривая следовательно С^^' уже какь фувкц!ю, и поснотринъ отъ 
чего зависитъ опред'Ьлен1е этой функцш. Изъ (4), м^няя х на а: + Л , 
х-\-2}1 ,. . .х-\-пН, получимъ: 



ВНОСЯ въ уравнен1е (2), получимъ: 

+(«4<'™..+аС-.)д""'с."+ 

I М» — !) ;- „111 .„г ..О) _1_г,>''> \л"'^Г^'4- 
+ + 



Но коэффищенгъ при С^" есть не что иное, Бакъ первая часть урав- 
нев1я (1), въ которое вм4сто и^ внесена удовлетворяющая этому урав- 
яешю фуякд1я V'^\ следовательно тождественно равенъ нулю. Потому 
полагая 



I 



(7) 



лс1" = 



И обозначая для краткости остальные коэффйЦ1енты уравнен1я (6), ко- 
торые суть все известныя функщн х , по порядку чрезъ: 

(8) Мо, Ж;, Ж2..-М„,1, 

«ы будемъ имЪть для оиред^лешл этой величины такое уравнеше: 

(9) ЖоД""'м),+Ж,Д''""Ч+-3^гА""Ч+- ■ ■+Л'„_|К'^=д 

которое при помощи формулы (4) § 29 можетъ быть приведено къ 
такому виду: 

(10) ^.«V+-,„+-г^,«■,+.-«+'«"л+^^-,.+■ ■ ■+»._,»,=«, ; 
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это асе уравнен1е того хц вида какъ данное, только порлдка }же на 
единицу нисшаго; наЁдя отсюда гч^, потомъ при помощи простаго сум- 
мирован1я найдемъ изъ (7) и С^ ' , Если теперь ны будемъ знать одинъ 
интегралъ сл'Ьдующаго уравнен1я безъ поел4дняго члена: 



■г^Н^,* + ■г^1'м^а + ■й'аЧ.—з* + - ■ - + ^-1^, = 



(11) 



то МЫ ТОЧНО также будемъ И1гЬть возможность понизить на единицу и 
порядокъ уравнен1Я (10). Но уравнеше (И) получится взъ (1) съ по- 
Н0Щ1Е) подстановки: 



/.=дС = а(-,'г]. 

какъ (10) изъ (2) съ поиощ!») подстановки (7): 

(накъ то сл4дуетъ изъ (4)); а потому, если 
ряютъ значев1Я (3): 

(2) (31 (т) 



(12) 



(13) 
ю (1) удовлетво- 



то уравнеше (II) удовлетворяется следующими ш — 1 функщяии: 



I ч: 



мы такимъ образомъ дЬйствителЕ,но знаеиь т — 1 интеграловъ уравне- 
Н1Я (11), а следовательно можемъ ионизи'гь порядокъ уравнен1Я (10) на 
единицу, или что тоже понизить порядокъ давнаго уравнешя па дв^Ь 
единицы. Продолжая это, иы придемъ наконецъ къ уравнешю, порядокъ 
вшораго будетъ на т единицъ ниже порядка даннаго уравнен1Я. 
. 175. Если бы мы зпалн ш интеграловъ не уравненья безъ посл4дпяго 
члена (1) предъидущаго §, по полпаго ураиаеП1я (2) того же §, то въ 
такомъ случае порядокъ этого носл^дняго можно было бы понизить 
только на т — 1 единицъ. Въ самомъ д'ЬлЬ, если мы знаеиъ т линейно- 
независимыхъ интеграловъ полнаго ура8нев1я (2), — пусть: 

»™, «1", «Г---»:. (1) 

то мы будемъ знать только иг — 1 линейно независимыхъ интеграловъ 
□еполнаго уравнешя (1), именно: 



,Я. ,Я _,."'.. 



(2) I 




'^1 

I 



— 250 — 

действительно, подставляя во (2) сперва м^", потомъ ы^" и вычитая 
последнее тождество изъ перваго, мы получаиъ новое тождество, л^вая 
часть котораго будетъ не что иное какъ результатъ вставки 

(3) «Г'-»™ 

вместо V^ въ первую часть уравнеп1я (1), правая — нуль. Больше же изъ 
т фунЕ1ий(1) нельзя составить линейно независниыхъ вырааенШ этого 
вида, ибо, нанрииЪръ, 

ш «?-»."= »1" - »',"-(»:"- »"')• 

Если число изв4стныхъ намъ ивтеграловъ уравнен1я безъ поел^дняго 
члена: 

т = п — 1 , 

то тогда отыская1е полнаго интеграла даннаго уравнен1я сведется на 
интегрирован1е уравнеше нерваго порядка и рлдъ суылироватй, и по- 
тому можетъ быть доведено до конца; если же ш < к — I , то тогда 
Т0Л1.КО въ очень немногихъ случа^(xъ можно будетъ отыскать полный 

'интегралъ, ибо линейныя уравнен1Я порядка выше перваго съ пере- 
м'Ьвными коэффиц1ентаыи интегрируются очень р4дко. 

С. 176. Можно свести на уравпен1е съ постоянными коэффицЕентами 
уравнеше такого вида: 

-\-А^^(х)9(х—Ь.)<р[х—2к).. ■д)(х — и — ]А)м^ = 0,, 

гд4 А^ , А^.. -Л^ суть поетоянныя величины, а ^(х) данная функц1я 
X , тоже и д^ ; для этого стоитъ только положить м^ равннмъ произ- 
иеден1ю такой факторЕэльной функцш на новую функп,1Ю и^: 

(2) 

тогда будетъ: 



^ 9>(х-~пЬ.)9(х—п-^-1к) . ■ . 9'(и+А)9(аК ; 



(3) 






= 'Р(хЫх—Ю9{з:—2к). . .9(Ф^ 



^^^^^ — — 




в внося зто въ данное уравнен1е и д*дя об4 части на лроизведен1е: 


В ф{х) = ^[хЫх — А) . . . <?(«) , 


№ 


Н которое войде'гъ тогда во вс^ члены л^воё части, ыы будеиъ 
Н для опред^лешя V^ уравнеше съ иосголнаыми коэффид1ентами: 


имЪть 


Ш ^о^.+п.-^Л,ь^+-^,,-^Л,ь^^—^+. . .+Л^V= ^■ 


(5) 


М'Л 177. Пусть наприм'Ьръ дано уравнеше: 
_ ' ' х{х~\-\ )!*,^^ - За:м^, + 2м, = х{х-\-\ ){х + 2) ; 




(1) 


Н дЬля на х{х-^\), мы приведемъ его къ виду: 




"-+' ^|,«* + ^4Л1)"- '+'-• 


(2) 


щ следовательно 




1 ^<^)=.-^^ 






^Н| 




(3) 


р ун».(х 1)-^^^^^^, 


«, = :>:+2. 






Полагая 




1 


-и^, 


(4) 


"' (I— 1X1-3). ..(а + 1)( 


мы будемъ им4ть: 




1 


а *'^1 ' 


(3) 


""« 4х-1)(1-2)...(« + 1) 


1 


«"'+»■ 


(6) 


"4-= (д;+1)хС:<;-1)---С« + 1 


внося это въ (2) и помножая все на 




(1+1)х(1-1)(1-2)...(а+1)а, 


С) 


мы получимъ: 




"^1— 3«',+,+2''.=(*+2)(аИ-1М«-1)---С''+1)|". 


С8) 


Соответственное уравненге безъ посл4дняго члена будетъ: 




",+!-3»»ц + 2»,-0, 


~^ 
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и его об1Ц1н интегралъ будетъ: 

(10) „.^=с'" + С'-'2';*) 
потому можемъ положить: 

(11) г'^ = с1" + С^^"2*. 
Перем'Ьняя зд4сь х ва а; -1-1 будемъ ии'Ьть 

(12) »'.+1 = С^^'+^'2^"^'^ 
если положиыъ 

(13) АС^^'+ДС^'2'^+' = 0; 
иеремЬняя въ (12) х на ж-]-1 , будемъ им4ть: 

ВНОСЯ взъ (II), (12) и (14) въ (8), будемъ им4ть: 

(15) АС1"-ЬАС^"2'+ =(л^-Ь2)(а:-Ь1)ж. • .(«+1)а. 
Вычитая отсюда (13), будемъ ни4ть: 

2'+'ДС'.'=(х+2)(1+1)а:. . .(«+!)« ; 
откуда 

(16) АС^,''=(з:+2)Га;^-1)ж...(<х-Ь1)а.2-'-'; 
помножая (13) на 2 и вычитая изъ вего (15) получимъ 

А(^;' = -(^+2)(;с+1)^...(а-Ь1)«; 
откуда 

(17) ДС*;'=-(1^+2)(з;-}-1)д:...(«-Ь1)а. 
Отсюда суммируя, «аходимъ: 

") ибо корни ураянен1я а' — За-(-2^0 суть 

а X ни Лу^еиъ принимать вещественнян'ь. 




^ш 


г 
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т^ 


■ 


щ 


01"= - 1] (г+г)(x+^)^:. . . («+ 1)«+й 


1 

(18) 


^ 




с;"=^<-«+2Х-«+1)':-"С"+')"-з"""Чс,; 






.внося это 


въ (И), йу,^емъ им-Ьть: 
1<. = -^(»+2)(аИ-1Ь-. -(0+1)0+0,+ 


(19) 




внося это 


+ 2'|^(1+2)(х+1Ь-..(о+1)о.2-"-'+Са-2'; 
въ (4) бтдемъ имЬтъ и м^ . 




■ 


ВХ0ДЯЩ1Я сюда суимирован1я не могугБ быть выполнены въ конеч- 
номъ видй, ибо число множителей въ факто1>1эляхъ, подлежащихъ сум- 
мирована, записитъ ОТЪ X. 

^в_178. Вотъ другой примерь (изъ книги Буля стр. 2-33), въ которомъ 

'/ вычислен1е удчется довести до конца: 






«,_^5-2(1-1)«,^,+и-1)(1-2К=Д1+1), 


(1) 




гдЬ 










Д1+1)— 1-2.3. ..I; 


(2) 




полагая 










». = № — 2).в,, 


(3) 




будемъ им 


Ьт(,: 




1 






(.*) 


внося это 


ВЪ (1) и зам'Ьчая, что вообще 








д;Яя:) = Л:«+1). 


(5) 




мы получи 


мъ посл-Ь сокрап;ен1Я на Г{х) такое уравпен1е: 








".+.-4+, + ».-^. 


(6) 




что можно 


и такъ представить: 






^ 




(V) 


ш 
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откуда посл^ двукратнаго сумиирован1Я находимъ: 



\р 



иво€Л это въ (3), будеиъ им^ть: 
(9) 

. 179. Если дана система т уравнен1Й, содержа1п,ихъ т функц!й н ихъ 
разности различннхъ порядковъ, то всегда можно, вводя новыл функ- 
щи, преобразовать ее въ другую которая, будетъ содержать разности 
этихъ фупкц1Й только перваго порядка: для этого стоитъ только вс4 раз- 
ности за исключен1емъ последней, т. е. наивысшаго порядка, каждой 
изъ функц1Й означить особою буквою. Такъ если им-Ьеиъ одно уравве- 
ше, содержащее функц1Ю м^ и ея разности до порядка к включитель- 
но, то полагаеяъ: 

<» Л",»»,; дч=»1"; дЧ="1";---А'"«.=''Г"; 

тогда будетъ: 

(2) А«=о.; Д«=«™; Д..1"=!-?;-..Л»Г"=и1'-'; 
и уравнен1е: 

(3) ^и , м^ . Лм^ . лЧ , • ■ - Д'^'», , Д*1О=0 
преобразуется въ такое: 

(4) Ф ,К,V^,V^\... V-- , АV^~') = О , 

которое будетъ содержать к — 1 новыхъ функц1й, опред^ляемыхъ 
ураввен1ями (2) и разность перваго порядка одной посл'Ьдней фуек- 
Ц1И V'^~^\ Следовательно, вводя новыя фуакц1и при иоиощи уравненен1Й 
(2), мы привели ураинен1е (3) порядка к къ систем!; 1с уравнен1й пер- 
ваго порядка (2) и (4). Также поступаютъ и въ случае большаго числа 
уравиен!й съ большимъ числоиъ функций. На основаши этого яамЬчан1я 
мы можемъ ограничиться разсмотрЪн1емъ лишь такихъ систеиъ совокуп- 
ныхъ разностныхъ уравнений, которыя содержатъ лишь разности пер- 
ваго порядка искомыхъ функц1Й. Данная система уравненШ будетъ ли- 
нейною, когда каиъ функЕин, такъ и ихъ разности будутъ входить въ 
уравнен1я въ первой степени. РЬшая такую систему по разностямъ, 
можно всегда дать ей такой видъ; 



I 



^ 
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д„»=л™+4'-"»;"+^"'«Г4- • 

[г=1,2,3,...т] 
или, короче насисавъ: 



■+л:' 



д«1'=4ЧУ4'Ч'- 



(1) 



(2) 



[г— 1,2,3,...»!] 

Если похелаеиъ ви4сто разностей ввести значен|Я функц1Й дллсл4- 
дующаго значешя а; (т. е. для з;-1-Л), то стоить только кь уравнетю 
(1) придать Еъ об4ииъ частямъ по м^ , тогда нолучимъ уравнен1е та- 
кого вида; 

«"|,=4"+4''"»°Ч- • ■ +(4''"+1)«1°+- ■ .+4''"'»Г' . (3) 



или, Еороче: 



=4"+У4''"' 



[г=1,2,3, 



»1 



гд4 ве4 коэффиц1енты будутъ т4же, какъ и во (2), за нсключен1емъ ко- 
эффиц1ента при и^ , который увеличится на единицу. 
вО ■ 180. Можно, наоборотъ, систему уравненШ съ т неизв'Ьстными функ- 
Ц1ЯМИ привести къ одному уравнен1ю съ одною иеизв^стною функщей 
и ел разностлми до порядка т\ мы иокажеиъ, кяеъ это делается на 
лиаейныхъ уравнен1яхъ предыдущаго §, причеиъ увидимъ, что полу- 
ченное въ такоиъ случае ураинен1е съ одной неизиЬстною фуакп,1ей 
будетъ тоже линейное. Беря разность отъ (2) предыдущаго §, мы но- 
лучимъ такой результатъ; 



дЧ"=д4' +2 А^1'-"»1° + 4^^ А-;" ■■ 



(1) 



подставляя сюда вместо разностей фуякфй Дм^'' ихъ выражешя чрезъ 
фунЕцш изъ уравнен1Й (2) пред. §, будемъ нм^ть уравнев|е такого вида: 



д'„«-в;Ч2«1''Ч'; 



(2> 



беря разностг. отъ этого уравнешя и исключая разности Аи^ при по- 
мощи уравнеи1й (2) пред, §, получимъ уравяея!е такого вида: 



(3) 



дХ»=с;"+^с 



продолжая это, придемъ наконецъ къ уравнетю такого вида- 



(4) 



А'"»^" - л4" + У ;и^%1^ 




исключая теперь изъ т уравнен1Й, именно (2) предыдущаго §, {1), (2), 
(3)...(4) наетоящаго т — 1 функц1й: 

№) »1", С- ■■»!."". "Г".---«1"', 

получимъ одно уравнен1е съ одной функцией м^'' и ея разностями до 
порядка т, првтомъ въ перныхъ степепяхъ, сл'Ьдонательно линейное. 
Найдя м^ , удовлетворяющее этому ураипен!», проч1я функц1И най- 
демъ алгебраическимъ путемъ, р4шая по нимъ т — 1 изъ перечислен- 
аыхъ сейчасъ уравнеп1Й. 
4'|,'|_ 181. Къ тому же результату придемъ еще скорее, беря вторую фор- 
му системы разностныхъ уравнений, (4) § 179; переменяя х на ж + Л 
въ этомъ уравнен! и: 



(1) 



,/' _ ^*^' 4- V >)''■'"'»""> 



иы получилъ по исключеши м^1^ изъ результата при помощи уравне- 
шй (4) § 179 уравнен1е такого вида: 



(2) 



-в1"+Ул!'Ч'; 






поступая также съ этимъ уравненЕемъ, получимъ уравнен1е такого вида: 

(3) »%=с;'+'|'с;ч". 

и продолжая это, дор1деиъ наконецъ до уравнен1я вида: 
(4) 



•'Х^='м!'+1ле^^ 



исключая изъ т уравнев1Ё (1) — (4) т — 1 функцш (5) предыдущаго 
§, мы придемъ къ уравнешю первой степени относительно м^'' и ея т 
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сд^дующихъ звачен1й до «1^;^ включнтельнОу" следовательно въ ли- 
нейному уравнен1Ю т-го порядва съ одной фунвЦ1ей и^^ . Найдя ее изъ 

этого уравнен1я, проч1я найдемъ алгебраичесвимъ путемъ, ^4^шая 
т — 1 изъ уравнешй (1) и (4) по эт&Аъ функц1лмъ. •( 

|11 182. Пусть для перваго прих^ра дана система уравнешй: 

перем^^няя въ первомъ о; на лр + 1 > исключая «?^^1 при помощи вто- 
^рого, будемъ ИМЕТЬ уравнете 2-го по]рядаа: 

«н-2— «'«<«+ 14—®; '(2) 

отсюда по § 176 д*ля на 1.2.3. ..(ж — 1)я(х-\-1), получимъ: 



I 



.1.2.3...^(а;+1) 1.2.3. ..(л;- 1>_ ^ . ^^ 



или, полагая > 



=^^,^ . (4) 



1.2.3...(«— 1) 
такое: 

"'»4-2-"«Н=0 5 : (5)' 

интегралъ его по § 161 будетъ: 

и>,'^()<^'+С,(-а)'; (6> 

внося въ (4), найдемъ оттуда: , , , ; 

м,= 1.2.8...(ж— 1ХСа'+^1(— аЛ- (Т> 

Изъ перваго изъ уравненШ (1) им^емъ: 

и. 



♦?•-—■ ! — 



и внося сюда вместо и^^ его значенхе, вычисленное по формул^^ (7), 
получим* иослЬ легкихъ упрощешй: 

.^^ 1.2.3...(а;-1) ^.^,_^^^_^^,^ (9) 

(л 

' ' ' ' 

Д'^Л 183. Пусть еще дана система уравнешй: 

Тихомандрицтй, Курсъ теор1И конечн. разностей. 17 



(I) 
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[ %+2 + ^V^^ — 8м^ = а , 



оби ураи11еп1я 2-го иорядка; полагал 

(2) «^1="'/' ^'.+^ = ^г• 

мы легко дадимъ имъ такой вид-ь: 



<з) 



и такимъ образомъ будемъ им'Ьть систему четырехъ уравиен1Й (2) и 
(3) съ четырьмя иеизв^стныыи функцЫин: 



такого ьида, къ какому по § 179 н сл'Ьдовало привести нашу систему 
ураввеа1й. Перем'Ьнлл въ первомъ изъ (2) а: иа а; -|- I и вставлял вме- 
сто м-^, , его зпачен1е изъ (3), мы будемъ им4ть такое уравнен1е: 



(5) 








".+2 = 


-а' 


— ч 


перем'Ьвля 


зд-Ъс! 


X 


на 


^-{-1, 


пол 


учйнъ 








м 


-1-3 ^^ <• 


^-1-1 


-2* , 



вставляя сюда вместо ^^^ его значен1е изъ второго (3), «ы будемъ 
им^Ьть еще тоЕое уравнеше: 



(9) 



-^а"' 



-^гО^ *''з:~Н^"^4-1 ! 



такъ какъ вамъ нужно исЕлючнть три фуаидЕи V^, и-^, 1^, то трехъ 
у{|^внен1Й (2), (5) и (6) еще недостаточно; потому м'Ьилемъ иъ (6) х 
на а;+1; получимъ: 

вставлял сюда вм'Ьсто V^.^ и м-^, ихъ зпаченп! изъ траинен1Й (2) и (3), 
посл'Ь приведен1Я подобныхъ члеиовъ мы будеиъ им'Ьть такое уравнея1е; 

(Т) ,.,+,=о*<-'-2о'-2«-" ■ 

ИЛИ 

(8) «^Ф4— 8м^4-э+1 5и^=а'^'^—2а- 



М* 






линейное 4-!'о иорядка, съ иостолвными коэффицшптамн и иослЪднииъ 
членомъ. Это уравнея1е мы нолучили по общему методу съ Ц'Ьлью его 



щ 

нийъ 1 
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.7 

110яснен1я; но оно получается частнымъ пр1емомъ скорее. 11ере1|1;няя 
въ (1) я; на я;-(-1, мы подучимъ: 

+ 2«; .,-8«^,=:^а'+'; (9) 



'«+» 1^ *'^ж-|-2 "••*4-1 



■ .-^ 



«ычитая отсюда второе изъ (1), умноженное на 2, подучимъ по при- 
ведешн подобныхъ чденовъ: 

переменяя зд^сь л? на о; -^1 и вычитая затЪмъ первое изъ (1), помно- 
женное на 2у подучимъ: 

ято тождественно съ (в). -^ Интегриъ дтого - уравнение . вайдетея по 
§ 162 и будега: 



•' 1 . 



2 — » 

^. = ТР^ «' - Т Г^^-Т^ +(Оо+С1^)2Ч(02+С?8х)(-2Г . (1 1)^ 
(а — 4) л (а —4) л 

Чтобы найти «;, , перем'Ьнимъ въ первом^^ из& уравеешй (1) ^ на 
л — 1; тогда подучимъ уравнеше: 

• ■ ■ > 

откуда наЙАемъ 

, ■ • • ■■.■'.•''■' 



X 

. ;".• ' .- . .. = ..•.;• ■ ; ■ • .. •• . ' ' '■■•■. '^ 

куда останется только надставить вж^^що^.и^^ 9^1«^_2 ихъ аначешя, вы;^ 
яцсд(рнш|[ по формуле (11)э чт|фбн нм^тьф^^ выргаженнымъ<11{1ЯШ11чреа««» 

гйи 184. Въ н^которыхъ случа|(к'ь- систему^ бовокупшагхъ р^дтстшйЛв 
^ 7Р^внен1Й можно интегрировать по способу, 1я|айГйому д'Ал!Г*вертом1^ 
для системы совокупныхъ дифференщальныхъ уравн^шй. Пусть дана 
система совокупныхъ р11зн(]1Ьтныхъ ураваешйг 



•— ш 



• ) 



о: .• 



(1) 



помножая эти уравнен1я*на Я^и суммируя по к отъ 1 до т, получимъ: 

*=т {=т к=т к—т 

|;'А-|;«г'|;мг+|;и*^: (2) 

к=1 1=1 • *=! , *=1 



.Д'.; 
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полагая 

(3) ^я.»;"-. 

иы будеыъ им^^ть отсюда 

(4) '|''А = "-+'^'| 

ВНОСЯ это во (2), будемъ им4ть: 

»=1 1=1 *=1 *=1 

Отсюда получится линейное разностное уравнен1е 1-го порядка для 

«1^., если удастся множители Х^ определить тавъ, чтобы было 




к 

т 



1^? 



= 1»^, [А = 1,2,3...т] 



гд^ Р, вообще функц1я одного X, въ частности и постоянная. Урав- 
нев1а (6) показываютъ, что Я^ суть постоянныя въ смысл* § 9; они 
ви4ет4 съ Р^ должны быть опред11лены изъ уравнен1Й (7) которыхъ 
всего т , тогда какъ подлежащихг 011ред'Ьлеп1ю изъ нихъ величинъ 
т+1; это повазываетъ, что одинъ изъ множителей Я^ можетъ быть 
приравненъ любой постоянной, наприм'Ъръ единиц'^; остальныя вели- 
чины найдутся изъ уравненш (7) такимъ образоиъ. Эти ураввенхя 
можно тааъ представить: 



(8) 



2 л*Ч-НА -^.К+ 2 4'"'-'> 



[г=1,2,3,...т] 



такъ какъ они однородны относительно Я^ , то долженъ быть = О опре- 
делитель изъ ихъ коэффиц1внтовъ; 



щ 

|рв- 11 



(9) 



м 



Это тР&внеше стелет т чупослгешю Р^, ^туда найдет ш зна- 

чеши Д1Я Р,; выбравъ одно ню ннхъ « внеся въ (8), нзъ лобнхъ 

т — 1 уравнешй этой снстенн мы найденъ отношешя вНЬхъ Я^ къ од* 

ному нзъ ннхъ, который остается пронзвояьнынъ. Прннявъ его равнынъ 
единице, мы удовяе^всфшгь 7равнев1ю (6); если ж прочве Я,^ также бу- 

дутъ удовлетворять отннъ усяоваянъ (6), то внося нхъ въ (5) буде1№ 
ин^ть для опредЪлешя и?^^ яннейное уравнеше перваго порядка: 

1г^ = Р,и;,+ «,, (10) 

гд4 ' 

" «,=2"^^1«. (11) 

*=1 



послЪ постановки вм^^о Я^ нхъ найденнихъ значешй. Интегралъ 

уравнен1я (10) будетъ заключать одну произвольную постоянную. Бслн 
вс^ корни уравнен1я (9) различны, то поступая точно ткав «съ каж* 
дымъ корнемъ этого уравнен1я, и внося всяий разъ соотв^тственныя зна- 
чен1я Я^ и го^ въ уравнеше (8), мы ^удемъ имДть систему т уравне- 

Н1Й первой степени относительно т функц1й |»^^\ откуда они найдут* 

ся алгебраическимъ путемъ. Эти рфщенк будуть полными, ибо будутъ 
содержать т производьныхъ постоянныхъ, кото]^я войдутъ чрезъ по- 
средство каждого нзъ к;.. 

. 'Для системы уравнен]й (1) § 182 будемъ нмЪть для Р^ такое уравнеше. 

2. 



О*, " (12) 



О — Р^ а^х 

■ ■ -^ ^-а^^О,,: • \ ■'•: ' (13) 

откуда найдемъ 

Р^^-гвх. ' (14) 



или 



I '•! 



Уравнен1я (7) (которыхъ (8) суть преобразо.ван1я) будутъ для наше* 
го примера так1я: / 

-~ = ±аХу — 5 — = ^ад?, (16) 



откуда согласно находимъ 



или, принимая 



' I I К I» . . 

ф-=.-±л^ .. ' (16) 

2, = 1, (17) 

Л, = ^:а- (18) 



(20) 
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Уравнение (10) въ ыашеиъ случаЬ будетъ такое: 
(19) «;^^ = гЬвж.№^, 

[ибо $, = въ нашенъ случа1Ь], откуда по § 149 найдеиъ: 
I ю, = С(+о)'-1.2.3,..(1— 1), 

I ю.— С!,(-о)".1.2.3...(1--1). 

Вноса въ уравяев1е 
(21) '',". + ^, = % 

соотв*тствую1Ц1Я значен1а Я^, Л^ и (г, , будемъ ин^^ть: 
и. + от. = 0(+а)".1.2.3...(а:-1); 
™'.'""" 1 ,..-0«. = С,(-а)".1.2.3...(:с-1), 

откуда получвиъ: 



(23) 



«. = -^[а+«)'+й(-о)■^. 1.2.3... (1-1), 
•',-^[о(+«)'-С?,(-а)"]. 1.2.3... (1-1), 



результатъ согласный съ найденаымъ въ § 183, ибо постоянный нно- 

1 
житель — иожво скрыть въ произвольныкъ постолы выхъ. 

Въ случае равныхъ корней урапнешя (9) этотъ способъ иотребуетъ 
^идои:ш1;н8Н1я, но мы на этомъ не будемъ останавливаться. 

18^3. Изложенный способъ всегда прим^нинъ къ уравнешлнъ съ 
постолнными коэффиц1евтами; но для такихъ едва-ла не проще бу- 
детъ сл'Ьл}'ющ1Й способъ. Пусть дана система разностныхъ уравнен1й 
съ иостояннымн коэффид1ентами: 



СЦ 






'■'!" 



I [^=1,2,3,...т] 
гдЪ вс4 А^^'а В/, суть постоянныя. Перем'Ьняя искомыя функцш на 
друпя, всегда можно сд'Ьлать такъ, что всЬ В^ исчезнутъ изъ уравне- 
н1й; действительно, полагал 

(2) м^'' = 1,^^+а 

мы получимъ такую систему 



4 



^ 
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Съ П0М0Щ1Ю, наприм^^ръ, лерваго изъ уравяенШ (12) найдемъ: для 

Ь = а, •" " (16) 

и для ^2 = — 3 ... 

ь==?-5а; . (17) 

а остается произвольнымъ; потому въ первоцъ случае означимъ его 
чрезъ С, во второмъ чрезъ С1; тогда полаое рАшеше системы урав- 
нееШ (10) будетъ: ... ^. 

и.^СЪ' + Щ-зТ; 

] ^ 5^ 186. Интегрироваше частна^го вида системы сововупныхъ разностныхъ 
уравнен1й мол^етъ служить въ нахожденш коэффи]|^1ентовъ при степеняхъ 

С089 въ разложеши по этимъ степенямъ функщй -тпгг" ^ созту ; мы по- 



V 



8Щф 



важемъ вакъ это делается для первой функц1и. Полагая для краткости 
8Ш9)==а;, со%д> = у^ изъ известной формулы тригометрш: 

81ПШ9 = 2у 8ш(т —1)9>'^ ш(т -г 2)9Р , , 
давая т значенш 1,2,3, 4 ', 5 , . . . , мы получимъ: 



(1) 



I , 



81П9 = X 

81п2д) = х(2у) 
тЗд> = х{4у^ — 1) 
ш4д> = х(8у^ — 4у) 
81п5д) = а<1 бу* — 1 2^(2 + 1) 



■ 1 : ^^. 



• • 



(2) 



откуда ясно, что вообще должно положить 

гд* при п»='^2|), носл4дн1* члеиъ будете А^у, а при т=а=:2р + 1 
онъ будетъ Л^^\ Эту формулу можно короче такъ представить: 



*=т' 



(4) 



4=1 



(Д:) т^2к-\'1 



т 



\ и=|)+1 = — г—, 



гд4 т=р = '^, когда т четное, и —р + 1 = " ^ , когда оно не- 
четное. Внося это, равно какъ и получающееся отсюда чрезъ перем4- 
нутнат— 1 ит — 2, въ (1), будемъ имЬть по сокращеши на х: 




I 



найдя изъ этого уравнен1я для X т зяачен!й и подставлял каждое 
изъ пихъ въ(8), мы получиыъ т системъ уравнев1Й для опред'Ьлен1я я,, 
соотв11тст'ве0НО каждому значешю Я , откуда, отбросивъ по одному 
уравненш, какъ сл-Ьдств1Ю остальныхъ въ силу (9), мы найдемъ отно- 
шения т — 1 величинъ а, къ одной изъ нйхъ, которая останется про- 
извольною; тавимъ образомъ мы получимъ »» системъ значен1Й 
П] , «а, ■■■"„,; внося ихъ въ (6), для каждой функцш получимъ м зна- 
чешй, каждое съ одною произвольною постоянною; складывая эти ш 
значен1Й каждой фувкц1и между собою, получимъ систему полныхъ 
р4шенш съ т произвольными постоянными, одними и тЪми же во 
вс4хъ функц1яхъ. Что суммы р4шен1й будутъ тоже [1'Ьшен1енъ — это 
сл'Ьдуетъ изъ линейности и однородности уравнен1й (5), въ чемъ чита- 
тель легко можетъ убедиться самъ. Если бы не вс4 корни уравнен1я 
(9) были бы различны, то этотъ способъ потребовалъ бы видоизм'Ьне- 
Н1Я, на чемъ однако мы не будемъ останавливаться, а пояснимъ изло- 
женное прим^роиъ. 
Пусть дана система уранненШ: 



(10) 



полагая 

(И) * к^ = аЯ^ 1'^ = ЬЯ% 

мы получимъ так1я два уравнешя: - 

I {2 — Я)яЧ^Ь = 0, 



(12) 



исключал а я Ъ- 



{ ба — (2 + Я)Ь = 
будемъ ии'Ьть уравнен1е 



^ 



»« I о -; 

кли 

(14) Я> — 9 

01КЩ вайде^^ъ д1)(к ^в1^чен1я для Я: 



(Щи» 



.* — + 3; Д, = — 3. 
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Съ П0М0Щ1Ю, наприм'Ьръ, перваго изъ уравяенШ (12) найдемъ: для 

Ь = а, '"' ^ (16) 

и для ^2 = — 3 

Ь = — 5а; (17) 

а остается произвольнымъ; потому вф первомъ случае означимъ его 
чрезъ С, во второмъ чрезъ С1; тогда полаое р1шен1е системы урав- 
нен1й (10) будетъ: 

«*. = С?-3*+а(-3)*; 
V,= С.З'—оС^{-дТ. \ 

1'^и, 186. Интегрирован1е частна^о вида системы совокупныхъ разностныхъ 
уравнен1й мо^кеть служить къ нахожденш коэффицхентовъ при степеняхъ 

созф въ разложенш по этимъ степенямъ функцй — ; — - и созтф ; мы по- 



кажемъ какъ это делается для первой функц1и. Полагая для краткости 
вт9> = х^ со%д>=у, изъ изв'Ьстдой формулы тригометрш: 

В1пт(р = 2у 8ш(т — 1)?Р — ш{т — 2)9Р , , (I) 

давая т значен1я 1 , 2 , 3 , 4^ 5 ,. . ., мы подучимъ: 



вшу = X 
В1п2д) = а:(2у) 
8Ш39) = д:(4у«— 1) 
ш^Ч> = а<8у^ — 4у) 
вшб?) = л<1 бу* — 1 2у« + 1) 



(2) 



откуда ясно, что вообще должно положить 

гд* при |п=«2р, носл4дв1* членъ б^п^^&гь -4^у, а при т^^р-^*! 
онъ будетъ -4||Г^^^ Эту формулу можно короче такъ представить: 



т. 2*4-1 



(4) 810?) = а: ^ ^^У 



»=1 



♦н I , ♦»+ 1 

гд4 ♦» = р = "н" » когда т четное, и =|) + 1 = — ^ — , когда оно не- 

четное. Внося это, равно какъ и получающееся отсюда чрезъ нерем^^- 
ну т на т — 1 и ш — 2, въ (1), будемъ имАть по сокращеши на х\ 
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Ь=(|»-1)' 



к^т^г!'' . 



(5) 






»=! 



»=! 



*=1 



сравнивая коэффищенты одинаковыхъ степеней у въ обЪихъ частяхъ 
равенства, получимъ такую систему уравненШ: 



(6) 



-^т — ^-^т-1 ^т-2 ' 






. I I 



гд^ т независимая переменная, а 

(7) . ^« , 









нейзв'1^стн1^'я фуых!^^ 1^ой переменной. 

Первое изъ нихъ интегрируется вакъ линейное первого порядка безъ 
посл4дняго члена, и по формуле (3) § 151 будетъ: ♦ 



(8) 



^« = С/. 2' 



чтобы определить С, положимъ 1п^=2 и сличимъ результатъ со вто- 
рн11ъ изъ равенствъ (2); тогда будемъ иметь: 



2 = С. 22, 



1 



откуда найдемъ С == — , и внося это въ (8), будемъ иметь окончательно: 



(9) 






• . I 



Переменяя здесь т на т — 2 и внося затемъ во второе изъ (6), 

получимъ для определеЕ1Я;функц1|1 ^^ следующее линейное уравнеше 
первого порядка: 

(10) ' А^ = ч^1_-г--\ 

или, полагая т — 1 = л:: 

(11) 4!|.1 = 24'^-2-'. 

Интегралъ этого уравненхя получится по формуле (12) § 149, пола- 
гая тамъ й =5 1 , Л^. *= "^ 2 , ^^*= — 2*"^ и а =ь 1 ; мы получиМъ тогда 
по выполнепш всехъ действ1й: 
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4*) =2-^ 



-^(а^^О+С 



(12) 



ДЛЯ опред^ен1Я О положимъ х=2: изъ второй формулы (2) видно, 
что ^2^^ = 0, и потому будемъ имйть такое уравнеше: 



0-=2{~^+.с}, 



(13) 



1 



откуда найдемъ С=^. Внося это въ (12) и переменяя зат^мъ х 
на т, будемъ им^ть; 

^1!^ = -2""'(т-3). -: (14) 

Переменяя зд^сь ш на ш — 2 и внося резудьтатъ въ третье Н9ь 

уравнен1Й (6), будемъ им^ть для опред^ленхя А^ следующее линей- 
ное разностное уравнеше: 

4'' = 2^®-,+ 2"-*(т-4), (15) 

ИЛИ, полагая т — 1=х: 

А^,^2А^}^2"^{х-Ъ). '(16) 

Интегралъ этого уравнешя найдется но той же формуле (12) § 149, 

д^лая т^^же подожешя какъ сейчасъ, но только принн11ая ^^=2'' (х — 9); * 
будемъ им*ть: 



1 



НО 



|(^з)=2(^з)<«=[- 
1 1 ^■ 



{х—3)(х—4)]' (х—В)(х—4) 



I 



2 



-»; 



следовательно 



.(3)_о«-1/ 1 (а?~3)(а;— 4) ' 8 , ^ 
^'~^ 12? Г 2^'^П 



(17) 



Полагая х = 3 и принимая во внимаше, что по третьему изъ (2) 



^3^^ = О , ^мы будемъ им4ть для опред'Ьленгя С такое уравнеойДес 



.|^: 



или 



о = 2^|-^+с 



-|Г + С = 0; 



на основан1и этого (17) приведется къ такому: 
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<18) ^Р)^2'-^ (^-3)(^-4) ^ 

Ф 1*2 

ИДИ перелЪняд д; на т: 

<19) д^)^2"~' (»*— ^Х*»-^) .. , , 

Переменяя здФсь т на п» -^ 2 ;^ внося результатъ въ сл']&дующее изъ 
•(6) уравнен1е, будемъ имйть для 6пред4лвН1я А^!^ такое уравненхе: 



■ • 1 



т 



«)_о>1(*) о<»-' о» — 5)(»» — 6) 



1.2 



<20) ^-' = 2^:'_^ - 2 

||щ, переменяя т — 1 на о;: . 



' I 



ДФлая въ формуле (12) § 149 при прочихъ лрежнихъ шможвж{яхъ 



«,*= - 2'-'^^ — ^^§ — ^\ мы будеи-й 11м4ть: 



{X \ 

-^,~^{х-^){х-Ь)-^С 






ио , . 



1 1 I ^1 

потоку будетъ ' 

/«оч ^(*)_<>«-1(' 1 (ж— 4)(ж'— 5)(а;— 6) 4.5 ■ |. 

1.<г(}; л, —2 I 2» 1.2.3 1.2.2»^^')' 

таЕъ какъ по {2) А^^=(^,то полагая зд4сь я;== 4 ^будемъ ий-Ьть: 



ь.«... 



'•' +С=0, 



1.2.2^ 

н^ основанш чего (23) обратится въ такое: 



> I 



(24) Л^^^ = — 2''"'' (Д^ ~ ^^^^ ~ ^^^^ ~ ^^ 

идд, пера1&0дя о; на т: 

Г2о^ Л ^^^ = дт-7 (ш — 4)(т — 5)(т — 6) 

^ ^ ^т ^ 1,2.3 

Теперь законъ достаточно ясно обнаружился, чтобы можно было по- 
ложить 

(26) А^~[-\) 2 1.2.3...<:п-1) ' 



(27> 
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действительно, полагая зд^м» п = 1 , 2 , 3 , 4 , хы будехъ нх^тъ: 
^п)_^— 1. .(2)_ ^— з ш— 2 , II) , ^«~5 (ш— 3X111—4) , 

4 <*)_ о"- ' (»» — 4К>я — 5Хан — 6) 

^- ^ ПгТз ' 

какъ выше было найдено; остается показать, что формула (26) в^рна 
будетъ и для А^1^^\ разъ она в^рна для Л^^^. Уравнетв для -А^^^*^ 
получится, переменяя въ общемъ изъ (6) Ъ на N+1; будехъ хх^Ьть: 

^<^Н-1) _ 2 Л!."!:;^ - Л':1, ; (28) 

но переменяя въ (26) т на т — 2 , будехъ их^ть 

^<») _/ ,ч11-1^«~2я^1 (ш— и— 2Хт— п— 3). . .(т—2п) .^ . 

^..2-(-1) 2 _____ , (29) 

или, жороче: 

^(^^ = (- 1)--^2-^-^ ^"^Т^Г^Г"'^ • (*0) 

Внося это въ (28) и хЪняя т — 1 на х , хы будехъ нх^ть такое 
разностное уравнен1е: 

^5!;'>= г^-^^+е 1)-2--^?=^1р. (31) 

Д^лая при прочихъ прежнихъ положешяхъ въ (12) § 149: 



/••-1) 



«, = (- 1)"2«'-»-> ^'^^Ц " . (32) 



1Ш будемъ им^ть: 



А'^^'^ 2'-^ (-1)" 4;-^ЛйУ(*~*~1У""'* + 4; (»3) 



X 

2^* (п-1)!Д 
но 



следовательно по внесен1и этого въ (83), будетъ: 

Г 2^" »1 (л— 1)12^* ) 

но полагая зд4сь л; = п + 1 будехъ налево Н1Ать нуль, ибо Л^^^ = О ^ 
какъ то видно изъ (4), гд^ т достигаетъ лишь половины т или 
т-\'1; первый членъ выражен1Я въ скобв1ахъ тоже обратится въ нуль, 
и хы будемъ их^ть (отбрасывая множитель 2**): 
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,,«-11 . 
(»-1)|2" ^ 



на основан1и этого (34) принетъ окончательно таной пндъ: 
^М-ч _ (_ „-2-'-' ('-»-'>'" , 

ИЛИ перен^няд я ва гн и выписывая фактор1эль полностью: 

■ ■■»_/ ,\«-,".-г«-1 (т—п-1)(т—п—2).. .(т—2п) 
~^~Ч ^ I о з"1 



что получается изъ (26), увеличивая п на единицу. Такимъ образомъ 
формула (26) верною оказывается для всякаго »■ 




^ Все, что ны зиаемъ о нелинейныхъ разностныхъ уравцен1яхъ, а так- 
же объуравнен1яхъ съ частными разностями, и уравнен1яхъ сътакъ на- 
зываемыми смешанными разностями, т. е. разностно-диф1{)еренц1алытыхъ, 
носитъ очень частный характеръ и далеко еще отъ того, чтобы пред- 
ставлять такую полную и стройную теорш, вакъ теор1я линейеыхъ 
ураеаен1Й въ конечныхъ разностяхъ. Такъ какъ эти частности могутъ 
интересовать значительно недьш1Й кругъ читателей, то нежелая уве- 
личивать объемъ кпиги и задерживать ея выходъ изъ печати, мы р'Ь- 
щились закончить нашъ курсъ статьею объ инте1'рирош1Н1н систеиъ 
линейныхъ разаостныхъ уравнен1Й съ одной незанисииой перем'Ьнной. 
Читателямъ, которые не ггошелалн бы ограничиться сообщаемымъ въ на- 
шемъ курсЬ, мы можемъ указать на Ьасгогх: „ТгаИб (Ы са1си1 [1Шегеп- 
Не! еЬ (1ц са1си1 1[1(ёдги1." 1п 4" Т. III; Ьар1асе. Т11еог1е апа1уичие йез 
ргоЬа11(ёз, гд4 изложенъ методъ иронзиодящихъ фунвщй, съ поно1д1ю 
котораго выведены почти вс* формулы разоостяаго исчислен1я и ре- 
шено много задачъ; дал'^е Бащенка-Захарченко „Лекд1И разностнаго 
исчислен1я" Е1евъ 1876 г. и Воо1е ^А ЬгеаНве оп Ню са1си1из о! ИиНе 
(ШТегепсез". ТЫг(1 е|]. Ьоп(1оп 1880. По интегрйрован1ю разностныхъ 
уравыен1Й имеется составленное по Лакроа, Лапласу н др. „Разсуж- 
деп1е объ иитегрироваи|и разностныхъ урапнен!» съ двумя перемен- 
ными величинами" кандидата .В. Иеревощикова. Москва 1348. Въ книг'Ь 
вуля читатель найдетъ много литературпыхъ указан1й, которыя слЬдовало 
бы дополнить статьями пом1;ш,енными въ руескихъ математическихъ 
издан1яхъ, мнопя изъ которыхъ уже цитировались въ нашемъ курс-Ь, 
Въ книг'Ь Буля читатель яандетъ также множество прим'Ьровъ для 
упражпен1Й. Такъ какъ не всЪ изъ нигаихъ читателей могутъ достать 
ату книгу, то мы иозволяемъ себ'Ь присоединить къ нашему курсу 
н'^сколысо заинствовапныхъ оттуда прин11ровъ для упражненШ. 




ПРИМЪРЫ для УПРАЖНЕШЙ. 



I) Найти разности перваго порядка функЦ1й: 

2 .зш — ; 1% — ; сог§(2 а). 
2 2 

II. Разложить производную факторхэлА по фак'1'ор{элямъ. 

III. Найти разпрстцыя уравнешя, крторыхъ полные интегралы суть: 



2 



1) «*« = с*» + с ; отв. и 



К 



2) К^ 



с(- 1) - ^ 



' х^ 



?]\ 4 



; отв. тотъ же. 



3) и^ =■ сх-^са ; отв. 



1 



X 



2 



4) и = са 4-с ; отв. 



\{а—\У а—\ 



Л V + л; А«<« — «*« = О . 



а—1 



+а I- — ;-— ^^1=0. 



а— 1 



««. = «'+«(т+|)(-«)--(ВД-.; 



ОТВ. тотъ же. 



IV) Проинтегрировать уравнен1я перваго порядка: 

1 \ 2* »• \л» « «(«—1) 

1) «'х+х""^^ и^^да ; отв. и^ = 0)а^ 



^« 



Са'+ 



1— 2)а 
со8(д?-^ 1 )п— - асо^пх 



3) и^^^ — и^С08ах = С08а со82а . . . С08(д? — 2)а ; 



отв. «<;,= {С+со8еса18(л^~1)а}со8асо82а. . .С08(а;--1)а. 



4) и 



2л- 1 



аН-1 



и, = / ; отв. и = Се'^'-'* + ^е'""* • 



о) м,^, 8ша;в — 'и/Ь(х -{- 1 )в =* С08(а; — 1 )в — созСЗа; + 1 )в ; 
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2910x6 яа1х — —Ю 

ста. и,— ^^ —-\-Сй1аиА. 

вш- 

7) (х Ч- т«^, - а^^ = в V + 2х) ; 



,«а'-'{с+.-2(-;^ 



(УП. « 

« 

У) Проппегрнровать линейння травнен1Я высшаго порядЕа: 

1) «,+« — Зм^1 — 4и, = я»'; 

2) «и^ + *«н-1 + * = «'» отв. «. = (X— 4)'-|- ^^^5 

3) и^+2ы^,-\-и,=ф—1Хх-2)-^х(-1Т; 

отв. и, = (т* + п') ' р сов! а; агс!;^ — 14-С8ш( « агс*в — )|Ч — « * 

5) Дм,+ Д*и, = а;4-81Ш;; 

281П- 

6) «^ - 6»^, + 8и^, - 3«. = а;2 + (- 3)' ; 

отв. « =(-ЗГ{о+ у|2 4 + ^ + ^"^ + ^* + 

ОТВ. «, = (Со + ажХ— 1)'+ <^2'. 

отв. м, = Со + ал + (С? + 0»ж)со8 ^ + (С* Ч- Си)8т ^. 
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отв. «. = 4-5' + сз* + а2'- 

О 

10) Л«м^1-2АЧ=«+3'; 

отв- «» = б4~. 71 ^^'^ + 

11) «а^.2 — 2«'м^ = созжа? ; 

± п^соботж •4~ С08(а; — 2 )от ^^ 

«ТВ. м, -р ^, _^_ 2„«со82ж + 1 ^ ^^' 

гдЬ Х= Ссо8 — 4-С18Ш— для верхняго знака, 

И 'Х.='Оп '\'С\{—п^ для нижняго знака. 

12) 1^^±2п2«*^2 + ^Ч = 0; 



отв. п Х=|^1 + С2л;[с 



08- + 



Са + С^а: 



ГВШ-, 



или п"Ч = С1+С^2Л? + {Сз + (74хК— 1)% 

смотря по тому, беремъ ли + или — въ уравнеши. 

У1) Проинтегрировать сл%дующ1Я уравнешя съ перем'Ьнными коэф- 
фиц1еятами: 






отв. «1д. = -48Ш 



+ 



+ а] + Б81П /2 ^ +./?) + 

_ . /„ 2яа; , \ , , „ . (п — 1 ^лх , \ • . 

СЬш^З — +г)+. . .+ ^Г81П (^-^■— +*] 



предполагая п нечетнымъ. 



..«.=(^+1)1{1;|щ+^^ 



3) н, = а;(м^_1 + «..а) ; отв 
Тихомандрит%й^ Курсъ теор1и конечн. разностей. 



• • 



18 



'* 
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(а; -!)(«- 2) 



отв. «. = (ж — 3)! 



о+ах+ 



1.2.3 



} 



УП) Проинтеыгрировать слЪдуюоца снстенн уравненШ: 



1) 



» 



*-ч 



— 2«. — », = о ; 



отв. { 



«=(Са; + СГ«)(-1)"- 



2а 



,«+1 



2) 



ОТВ. 



3) 



«^, — г, = 2«|(л;4-1), 
»«+! — м« = — 2т(а; + 1) ; 

и^ = С1+Сз(—1У+тх', 

V^=С,-Сг(—^У—т{x-{-^). 

^ ОТВ. 

и^^ — г€^ = (п — 1)х; 

отв. Цд,+ ~^~^ а; = Л + |дсо8^+С&шу (— Х)""; 

7равнев1я для р^ и «;, получатся отсюда, переи^нивъ во второй чаеп« 
ЯР на «4-2 и а;-|-4. 



«, = Со + 0,(-1Г; 
», = С-Со(-1Г. 



4) 



5) 



»И-2 ~ "»+г ^ 2**. = « 



— » 



отв. м =и-|-Ба;)2Ч-(С+1)а:)(— 2)*+ 



о'^'-2а'-2а-'- ' 
(а«-4) 



а (7^1 (и следовательно «,) сразу получатся изъ перваго уравнен1Я. 
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въ шмомъ ф жкптъ 

Д. Н. ПОЛУЕХТОВА 

(Харьковъ, Московская, 18) 

юмо полпать слЪдующШ сочинеш того-же автора.* 

р. к. 

1) О гипергеометрическихъ рядахъ. С.-Пб. 1876 г 2 — 

2) ПеЬег йаз ПткеЬгргоЫет йег еШрИзсЬеп Ые^гаЬ. Уоп М. 

ТкЬотапйгйгку т СЬагко^. 1885. (Отдельный оттискъ 

изъ Ма1;Ьета118сЬе Аппа1еп М. XXV) — 20 

3) Обращен1е эллиптическихъ интеграловъ. (Переводъ преды- 

дущей статьи. (Изъ Сообщен1Й Харьвовскаго Математи- 
ческаго Общества.) Харьковъ. 1885 — 20 

4) Отчетъ о занят1яхъ въ Лейпциг*. (Изъ Сообщен1Й Харь- 

ковскаго Математическаго Общества.) Харьковъ. 1885. — 30 

5) Обращеше гиперэллиптическихъ интеграловъ. Харьковъ. 

1885. ш 4^ 3 — 

6) ОтдЬлеше алгебраической части гиперэллиптическихъ инте- 

граловъ. (Изъ Сообщешй Харьковскаго Математиче- 
ческаго Общества.) Харьковъ. 1886 — 25 

7) БраткШ курсъ Высшей Алгебры. Харьковъ. 1887. (Издан1е 

книжнаго магазина Д. Н. Полуехтова) 2 50 



Въ книжныхъ иагазинахъ Стасшевича и „ Новаго Времени ^ можно получать: 

Вспомогательныя таблицы для вычислешя пожизненныхъ эме- 
ритальныхъ пенс1й. Составлены А. Н. Тихоиандрицкииъ. 
С.-Петербургъ. 1875 3 р. 

Енггопродавцаыь, пр1обр!1таюцгьгь в^сколько экземпляровъ, дйлается 

обычная уступка. 
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